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本 书 是 为 广大 应 用 领域 的 同仁 撰写 的 关于 随机 微分 方程 的 引导 性 读物 ,适用 于 诸如 
金融 经 济 、 系 统 工程 .物理 科学 、 系 统 生 物 学 等 领域 中 想 了 解 随机 微分 方程 ,或 者 需要 用 随 
机 微分 方程 建 模 的 教师 .科研 人 员 ,管理 人 员 研究 生 、 大 学 生 作 为 教材 或 参考 书 ,也 可 供 
有 关 人 员 用 作 自 学 的 材料 . 

本 书 的 主要 内 容 是 随机 微分 方程 及 其 应 用 . 在 本 书 中 ,我 们 对 于 理论 性 概念 的 定义 与 
命题 的 推导 ,并 不 探求 数学 的 严密 性 ,而 是 通过 训 析 原始 想法 叙述 其 含义 及 其 可 能 的 发 
展 , 让 使 用 者 尽快 地 了 解 并 掌握 随机 微分 方程 的 思想 要 领 . 同时 也 为 想 要 进一步 学 习 提高 
的 读者 提供 了 一 个 直观 的 平台 . 

使 用 本 书 并 不 需要 测度 论 的 知识 ,只 需要 有 初等 概率 论 的 准备 . 例如 掌握 文献 LQY] 
中 的 概念 就 可 以 完全 通读 本 书 . 

随机 微分 方程 是 20 世纪 中 叶 发 展 起 来 的 一 个 学 科 . 系数 为 随机 量 的 常 微分 方程 和 由 
随机 过 程 驱动 的 微分 系统 ,一 般 称 为 随机 微分 方程 . 又 因为 前 者 可 以 直接 地 处 理 为 随机 参 
数 的 常 微分 方程 ,所 以 ,通常 的 随机 微分 方程 常常 专门 指 后 者 . 由 于 快速 变化 的 噪声 可 以 
用 Brown 运动 建 模 ,也 由 于 这 方面 的 理论 研究 成 果 已 经 很 充分 ,处 理 形式 也 相对 地 简单 ， 
并 且 在 实际 中 也 更 多 地 出 现 , 所 以 人 们 更 关注 于 以 Brown 运动 为 驱动 的 随机 微分 方程 ， 
研究 它 的 基本 性 质 , 利 用 它 来 建 模 . 例如 ,在 金融 系统 数量 经 济 .控制 系统 .统计 物理 、 系 
统 生物 学 中 都 常见 到 这 样 的 模型 . 理论 的 发 展 与 应 用 的 需要 就 形成 了 以 Ito 积分 为 核心 
的 Ito 随机 分 析 的 学 科 . 另 一 方面 ,由 于 随机 驱动 中 突变 的 发 生 , 人 们 又 引入 了 以 Poisson 
点 过 程 为 驱动 的 随机 分 析 , 称 为 Poisson 随机 分 析 . 这 两 种 最 典型 的 模型 ,相对 地 又 具有 
许多 使 用 方便 的 性 质 , 特 别 地 , 团 论 的 成 果 为 此 提供 了 有 力 的 数学 工具 . 

在 统计 物理 中 ,人 们 是 通过 求解 Master 方程 和 Fokker-Plank 方程 得 到 系统 状态 的 
概率 密度 和 状态 转移 的 概率 密度 ,由 此 了 解 系统 的 时 间 发 展 的 .事实 上 , 仅 有 这 样 的 理解 
是 片面 的 .要 想 了 解 随 机 系统 的 时 间 发 展 , 更 需要 将 状态 按时 间 的 发 展 作为 随机 试验 的 基 
本 结果 进行 概率 和 统计 研究 ,这 就 是 随机 过 程 的 轨道 . 因为 描写 转移 的 统计 概率 规律 的 参 
数 通 常 是 不 知道 的 ,所 以 ,只 知道 系统 在 固定 时 间 的 统计 规律 和 状态 转移 的 统计 规律 常常 
是 不 够 的 ,这 时 就 需要 通过 实验 的 结果 统计 地 推定 , 即 作 统计 估计 . 为 此 就 需要 用 随机 过 
程 的 一 段 足够 长 时 间 的 现实 , 即 轨道 数据 ,来 估 值 . 这 种 用 随机 过 程 的 一 个 轨道 表示 过 程 
的 特征 参数 的 性 质 ,就 是 用 时 间 平 均 近似 空间 平均 的 性 质 ,统计 物理 学 家 通常 称 之 为 遍历 
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性 质 . 统计 物理 的 基础 之 一 就 是 假定 系统 的 发 展 具有 遍历 性 质 . 然而 如 果 进 一 步 追 溯 , 什 
么 样 的 模型 能 具有 遍历 性 质 呢 ? 统计 物理 中 忽视 了 这 一 方面 的 曾 述 与 研究 . 而 用 Markov 
过 程 与 随机 微分 方程 的 理论 可 以 完美 地 回答 这 个 问题 . 这 个 理论 说 明 在 很 宽松 的 条 件 下 ， 
用 随机 过 程 的 一 个 轨道 表示 过 程 的 特征 参数 是 完全 可 能 的 . 由 此 可 见 , 了 解 随机 过 程 的 精 
髓 就 要 了 解 系 统 模型 的 状态 的 时 间 发 展 , 即 随机 过 程 的 轨道 的 研究 . 在 这 方面 随机 微分 方 
程 提供 了 一 个 强大 的 模型 与 有 力 的 工具 . 

本 书 的 内 容 安排 ,首先 给 出 概率 论 扼要 的 回顾 ,作为 初等 概率 论 的 补充 ,还 简要 地 介 
绍 了 随机 数 的 生成 与 Gauss 系 .我们 以 更 多 的 篇 幅 曾 明 条 件 推理 ,由 具体 情形 开始 ,逐步 
地 将 它 一 般 化 . 这 就 是 条 件 分 布 与 条 件 期 望 .第 3 章 的 随机 徘徊 无 论 在 理论 上 或 在 近似 计 
算 中 都 是 基础 性 的 内 容 , 而 后 的 著 列 简单 介绍 了 拷 这 个 有 力 的 概率 论 工具 ,并 且 分 析 了 一 
些 典 型 的 例子 ,介绍 了 在 应 用 中 极为 重要 的 选 样 定理 .第 4 章 集 中 讨论 Brown 运动 ,并 且 
顺带 介绍 了 Markov 过 程 ,这 是 在 应 用 中 最 常见 的 一 种 模型 . 第 5 章 是 随机 微 积 分 的 基 
础 ,主要 是 对 Brown 运动 的 Ito 积分 与 Ito 公式 . 为 了 了 解 其 发 展 的 历史 过 程 与 思想 轨 
迹 , 我 们 不 惜 花 较 大 的 篇 幅 , 对 于 被 积分 的 对 象 从 最 简单 的 情形 开始 ,由 此 看 出 积分 的 基 
本 特性 ,发 现 其 局 限 之 处 ,构想 先驱 们 用 以 突破 局 限 性 并 扩展 概念 的 思路 .具体 地 说 ,就 是 
对 于 Ito 积分 的 被 积 函 数 , 先 从 连续 函数 和 平方 可 积 的 数值 函数 入 手 , 然 后 对 于 由 Brown 
运动 的 历史 所 决定 的 连续 随机 过 程 , 继 而 对 于 由 Brown 运动 的 历史 所 决定 的 “平方 可 积 ” 
的 随机 过 程 定义 平均 收敛 意义 下 的 Ito 积分 ,最 后 ,由 于 涉及 的 Ito 积分 的 Ito 过 程 对 于 复 
合 函 数 不 能 做 到 完全 封闭 ,所 以 有 必要 引入 所 有 的 轨道 都 平方 可 积 的 , 且 由 Brown 运动 
的 历史 所 决定 的 “局 部 平方 可 积 ” 的 随机 过 程 , 按 照 依 概率 收敛 扩展 定义 的 Ito 积分 . 这 种 
积分 是 首先 由 Skorohod 在 20 世纪 60 年 代 初 给 出 的 ,其 后 Ito 学 派 将 它 简 化 为 由 Brown 
运动 的 历史 所 决定 的 “平方 可 积 ” 的 随机 过 程 的 Ito 积分 沿 轨 道 的 延伸 . 经 过 如 此 扩展 的 
Ito 积分 所 涉及 的 Ito 过 程 对 于 光滑 函数 的 复合 具有 封闭 性 . 这 就 导致 精致 而 完备 的 Ito 
公式 , 它 是 随机 分 析 的 核心 所 在 .第 6 章 是 本 书 的 中 心 论题 , 书 中 并 没有 给 出 解 的 存在 唯 
一 性 的 证 明 , 但 是 需要 强调 的 是 解 的 存在 唯一 性 的 条 件 是 用 随机 微分 方程 建 模 正确 性 的 
理论 保证 . 在 本 章 中 ,还 对 Kalman-Bucy 滤波 模型 作 了 较为 详细 的 阐述 .第 7 章 讨 论 随机 
微分 方程 解 的 Markov 性 质 , 以 及 这 种 扩散 过 程 的 分 布 密度 所 满足 的 Master 方程 和 转移 
密度 所 满足 的 Kolmogorov 方程 ,或 Fokker-Plank 方程 . 这 些 是 物理 学 家 的 基本 统计 工 
具 . 顺便 指出 ,一般 的 Markov 过 程 模型 及 其 转移 密度 的 向 前 与 向 后 两 个 基本 方程 ,是 由 
Kolmogorov 在 20 世纪 30 年 代 首 创 的 . 在 本 章 中 盖 述 了 在 时 间 发 展 长 久 时 , 非 退 化 扩散 
过 程 的 转移 密度 的 两 歧 性 质 ,以 及 不 变 密度 所 满足 的 方程 与 遍历 定理 . 在 离散 时 间 情 形 
这 可 以 用 来 统计 地 估计 Markov 链 ( 它 是 Markov 过 程 在 离散 时 间 采 样 与 离散 状态 近似 
下 的 模型 ) 的 平稳 概率 与 转移 参数 . 本 章 随后 介绍 的 Girsanov 定理 与 Feyman-Kac 公式 
是 随机 分 析 中 最 基本 的 公式 . 它们 与 Ito 公式 一 起 被 称 为 随机 分 析 的 三 大 支柱 . 由 于 它们 
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具有 的 理论 深度 需要 较 严 密 的 随机 过 程 理论 基础 才能 剖析 清楚 ,在 本 章 中 只 是 让 读者 有 
一 个 初步 的 了 解 与 认 知 . 而 进一步 的 了 解 还 需要 查阅 随机 过 程 、 随 机 微分 方程 方面 的 理论 
教材 或 文献 .本章 的 最 后 一 节 介绍 最 佳 停止 ,这 个 内 容 涉 及 随机 过 程 . 最 佳 控制 .金融 期 权 
与 微分 方程 活动 边界 等 学 科 . 这 里 只 是 介绍 了 一 个 简单 情形 .第 8 章 给 出 得 到 随机 微分 方 
程 一 个 样本 轨道 的 数值 模拟 方法 ,以 及 逐步 提高 精度 的 途径 ,并 且 介 绍 了 几 个 常用 的 近似 
模型 .第 9 章 介 绍 金融 中 的 随机 微分 方程 模型 . 以 20 世纪 90 年 代 后 期 获得 Nobel 经 济 奖 
的 Black-Scholes 在 1973 年 引入 的 模型 为 主线 展开 ,介绍 了 在 此 模型 下 得 到 欧式 未 定 权 
益 的 定价 公式 的 几 种 常见 方法 . 而 后 讨论 作为 其 简单 的 近似 模型 : 二 又 模型 . 对 二 又 模型 
具体 地 给 出 了 欧式 未 定 权益 的 定价 和 美式 未 定 权益 的 定价 函数 的 算法 . 本 章 最 后 简单 地 
讨论 债券 的 随机 利率 ,利率 的 随机 模型 和 利率 衍生 证 券 . 第 10 章 是 最 后 一 章 ,扼要 地 阐述 
了 Poisson 随机 分 析 , 包 括 以 Poisson 点 过 程 为 驱动 的 随机 微分 方程 .还 介绍 了 常见 的 条 
件 Poisson 过 程 , 包 括 自 激 点 过 程 与 带 调制 的 Poisson 过 程 . 这 样 就 扩大 了 建 模 的 库存 . 本 
章 后 面 介绍 了 在 理论 上 研究 随机 过 程 的 特征 泛 函 ,其 重要 性 在 于 它 与 过 程 的 有 限 维 分 布 
族 是 等 价 的 ,也 就 是 由 它 可 以 决定 过 程 的 统计 分 布 . 最 后 给 出 了 模拟 Poisson 事件 与 非 时 
齐 Poisson 事件 的 思路 . 

带 * 号 的 内 容 初次 阅读 时 可 以 跳 过 . 

随机 微分 方程 的 数学 基础 ,对 于 非 数学 ,甚至 非 概率 论 的 读者 颇 为 艰深 . 要 想 撰写 一 
本 作为 初等 概率 论 的 直接 后 继 教 材 的 尝试 ,笔者 也 颇 感 勉 为 其 力 .但 是 ,鉴于 读者 需要 这 
样 一 本 较为 浅 近 的 材料 ,笔者 希望 在 有 生 之 年 奋力 一 试 ,以 此 奉献 初学 者 ,算是 交 个 朋友 . 
此 外 ,各 位 有 什么 建议 ,请 不 音 反馈 . 笔者 在 此 预先 致谢 . 

最 后 请 读者 注意 ,一 本 书 的 前 言 有 时 很 精炼 地 概括 了 章节 中 的 主线 , 随 着 课文 的 进行 
反复 地 阅读 品味 将 会 加 深 体会 .此 外 ,目录 与 名 词 索 引 能 快速 地 帮助 了 解 、 浏 览 一 些 重要 
的 概念 . 请 珍视 利用 . 笔者 至 今 深 深 地 记 住 年 轻 时 老师 的 教诲 : 读 一 本 书 要 学 会 阅读 前 
言 . 目 录 、 名 词 索 引 与 符号 表 . 这 样 就 不 是 简单 地 按 一 维 的 方式 阅读 ,而 是 按 二 维 的 方式 
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符 号 表 


[a] ”不 超过 a 的 最 大 整数 

aAD a 和 6 中 小 的 一 个 

aVb a 和 6 中 大 的 一 个 

b(t,x,y) Brown 运动 的 转移 密度 

加 Brown 运动 

蔚 ”表示 定义 为 

B, 二 {B,: us},B<， ”Brown 运动 在 时 间 s 前 的 集合 
Bln,p) ”二 项 分 布 

C; ”两 次 连续 可 微 的 紧 支 集 函数 类 

cov(€,7) 随机 变量 8,7 的 协 方差 

FE6 ”随机 变量 的 期 望 
E(&|D,E(&|n,t 宇 0),E(s1F) ”随机 变量 $ 对 7, 对 {%,t 宇 0) ,对 F 的 条 件 期 望 
Exp; 参数 为 的 指数 分 布 
f(xy 二 fay(z1y) PCzly) ,fe (x1n 二 y) 随机 变量 对 于 w=y 的 条 件 密度 
f(&)°dB, Stratonovich 微分 

fx*g 卷 积 

F ”事件 体 ，o 代数 

F(z) 二 inf(x: F(x) 记 z) F(z) 的 广义 逆 函 数 
T(z) F 函数 , 伽 玛 函 数 

LT(0,a) 分 布 , 伽 玛 分 布 

ls xzEA 

0, rEA 

L?(Q) 方 差 有 限 的 随机 变量 全 体 
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1.1 概率 论 备 要 


本 节 对 于 概率 论 的 基本 概念 作 一 个 简短 的 复习 . 
1.1.1 概率 公理 系统 


一 个 随机 试验 可 能 出 现 的 一 个 结果 , 称 为 一 个 基本 事件 ,或 样本 点 , 记 为 w. 全 体 基 本 
事件 的 集合 记 为 2, 称 为 必然 事件 ,或 样本 空间 . 2 的 某 些 子 集 组 成 的 类 FF , 称 为 一 个 事件 
体 , 或 c 代数 ,如 果 它 满足 : DEF , 且 


十 oo 十 co 
A,A, E€E FD= UA 门 4,4 兰 -4AEe 7. 
n=1 =1 


2 中 的 集合 称 为 随机 事件 ,在 直观 上 可 以 理解 为 可 以 描述 其 概率 的 事情 ,或 有 概率 的 
事情 . 

在 上 定义 的 非 负 函数 P(A) (任意 AEF), 称 为 概率 ,如 果 它 满足 : 

(1) P(O) 一 1. 

(2) 对 于 任意 AiEZF (1) ,只 要 A; 门 Aj 关 如 (i 考 j) ,其 中 如 表示 没有 基本 事件 的 空 
集 ,就 有 


P{U) A) = P00 

这 里 P(A) 表 示 事 件 A 发 生 的 概率 . 

注 ” 当 样本 空间 与 事件 体 都 确定 以 后 ,Kolmogorov 公理 系统 仍旧 允许 容纳 不 止 一 
个 “ 取 概 率 运算 ”P(A): AEZF) .初学 者 很 难 理解 这 一 点 :因为 一 般 初学 者 常 直观 地 认 
为 , 当 样本 空间 与 事件 体 都 确定 以 后 ,概率 就 自然 地 被 确定 了 . 事实 上 ,局 限于 这 种 想法 会 
削弱 概率 公理 系统 的 机 变 与 处 理 能 力 . 在 同一 个 样本 空间 与 同一 个 事件 体 上 ,可 以 存在 不 
同 的 取 概 率 运 算 . 这 在 有 的 时 候 表 现 为 概率 间 的 变换 ,这 是 概率 论 在 理论 与 应 用 中 常用 的 
技巧 ,在 第 9 章 的 金融 数学 模型 中 ,由 Black-Scholes 模型 到 中 性 概率 模型 的 变化 ,就 是 一 
个 比较 自然 的 概率 变换 的 例子 . 
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1.1.2 随机 变量 


一 个 随机 地 取 实 数值 的 量 ==&(w)(wE 0), 称 为 随机 变量 ,如 果 对 于 任意 实数 z, 样 
本 点 的 集合 {w: E(w) 三 x} 都 是 一 个 随机 事件 . 

随机 变量 的 定义 依赖 于 给 定 的 事件 体 . 而 实 值 函 数 

FCz) 至 P(G 坪 z) 

称 为 随机 变量 《的 分 布 函 数 . 

离散 随机 变量 $ 的 概率 函数 (或 概率 分 布 ) 为 

lx) 至 Pl(é£=7) (一 Zi) 

对 于 实 值 函数 g(Cz) ,随机 变量 g(&) 的 期 望 为 


Eg(9 = Dg (x) f(r). 


连续 型 随机 变量 6 的 分 布 密度 为 /(z) ,其 分 布 丽 数 为 FCz) = | /Cdi. 而 实 值 函 

数 g(&) 的 期 望 为 
Eg (6) = [gw pod 
车 & 为 非 负 随机 变量 , 则 还 有 
Eé = | Pe> wa 
随机 变量 的 方差 定义 为 
vare = E (£— Eé)’ = Eé’: — (Eé)’. 
矩 母 函数 为 
M(z) = 二 Ee* (如 果 它 有 限 )， 

它 包含 了 任意 阶 的 矩 ES*(k 阶 和 矩 ) 的 信息 ,而 且 & 的 分 布 也 可 由 和 矩 母 函 数 唯一 确定 . 如 果 
和 矩 母 函数 不 是 有 限 的 , 则 可 改 用 特征 函数 


9(t) = Ee™* 
1.1.3 随机 向 量 
名 
4 维 随机 向 量 # 一 | 人 | 的 分 布 丽 数 为 FCx) 一 P(E 之 x) ,这 里 和 <x 的 含义 为 
Sn br “hr, 


其 数学 期 望 和 ( 协 ) 方 差 阵 ,分 别 为 


Eé, 
其 中 
cov(6,1) = E(€7) 一 下 ET 
是 (&,) 的 双 线 性 函数 , 称 为 协 方差 . 相关 系数 为 
Cov(€,D 
的 和 矩 母 函数 为 
M(z) = Eee， 
其 中 z= (zi ,zz ，… ,za)" ,而 ( )7 表示 向 量 或 矩阵 的 转 置 运算 . 
特征 函数 为 
Bt) = Ee'™t, 
其 中 t= ,to sta) 7 
随机 变量 组 (5 ,,… ,6 ) 称 为 独立 ,如 果 它 们 满足 条 件 
Pl(& xisé rb Sr) = Pl& Sx)P(é, < zr)%P(E, Sx,). 
两 个 随机 向 量 ,7 称 为 独立 ,如 果 对 于 规则 的 集合 ( 即 1. 1.4 节 中 将 阐明 的 Borel 集合 ) 
A,B ,事件 € A 与 9 EB 恒 为 独立 ,这 等 价 于 
对 于 任意 的 f,g 恒 有 ELf(€)g(y)] = Ef(€)Eg(y). 
设 随机 变量 &,w 独立 且 分 别 具 有 密度 f(x),g(z), 则 其 和 & 十 w 具 有 卷 积 密度 
(fxg)(z) fcr weldu 一 (gx f)(z). 
如 果 当 x 过 0 时 ,f(z)==g(x)==0, 则 
(Cf# g(x) = [re 一 二 基本 
对 于 & 为 随机 变量 , 恒 有 Chebyshev 不 等 式 
P(e—Eé I>0 < 


2 


1.1.4 基本 极限 定理 
如 果 随 机 变量 序列 (5) 与 随机 变量 * 间 满足 : 对 于 任意 固定 的 s 之 0, 恒 有 


n= 二 +oo 


P(|&.—é€| 宕 €) 
则 称 随机 变量 序列 {和 } 依 概率 收敛 到 随机 变量 $, 记 为 名 一 >&, 其 含义 为 ,对 于 一 个 任意 


0， 
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给 定 的 误差 6, 在 忽略 一 个 任意 小 概率 的 情形 下 ,6 可 以 近似 é&. 
对 于 连续 函数 g(x) ,我 们 恒 有 


"7 LE€ >g(€") Lg(€). 
常用 的 大 数 定律 是 ( 称 为 Khinchine 大 数 定律 ): 设 当 {&) 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 
序列 , 且 


所 二 每 二 


n 


Eé, = p(n = 1,2,.%), 则 
如 果 随 机 变量 序列 {& } 与 随机 变量 6 之 间 满足 
El&—é|l: >0 
则 称 {6 ) 均 方 收敛 到 6, 记 为 所 -上 -6 


由 Chebyshev 不 等 式 立 刻 可 以 得 到 , 均 方 收敛 一 定 能 推出 依 概率 收敛 . 
如 果 随 机 变量 序列 (5) 与 随机 变量 之 间 满 足 


n=>+ oo 


Fk: 


P(E 


OO=1, 


即 “ 一 和 是 一 个 概率 为 1 的 事件 , 则 称 {5) 概 率 为 1 地 收 伍 到 &, 记 为 一 >é&. 这 里 
a. e. 是 almost everywhere 的 缩写 . 实 函 数 分 析 指 出 : 概率 为 1 地 收敛 一 定 可 以 推出 依 
概率 收敛 . 

设 为 连续 型 随机 变量 ,其 分 布 函数 为 F(z), 如果 随 机 变量 序列 (8) 的 分 布 函数 


{,(z)) 收 化 到 F(z), 则 称 {&) 依 分 布 收 伊 到 $, 记 为 一 >t. 
对 于 非 连 续 型 的 随机 变量 $, 如 果 在 随机 变量 的 分 布 画 歼 玉 (x) 的 所 有 的 连续 点 x 
上 有 : 随机 变量 序列 (名) 的 分 布 函 数 F(z) 收 化 到 F(z), 则 也 称 (&) 依 分 布 收 化 到 & 依 


分 布 收 化 也 称 为 弱 收 敛 , 所 以 也 记 为 一 >&. 

从 依 概率 收敛 一 定 能 推出 依 分 布 收敛. 反之 ,从 依 分 布 收敛 却 不 能 推出 依 概率 收敛 ， 
除非 极限 随机 变量 为 一 个 常数 . 

概率 理论 证 明了 以 下 的 3 个 叙述 彼此 等 价 


d 
(DD) 5 一 6; 
(2) 特征 函数 pe (0) 兰 Ee%* 一 特征 函数 ge(0) 尘 Ee* 


(2)”( 当 和 矩 母 函数 有 限时 ) 
和 矩 母 函数 Ms (<) 尘 Ee*, 一 矩 母 函数 Me(z) 尘 Ee*; 
(3) 对 于 任意 有 界 连续 函数 g 有 Eg (5 ) 一 Eg(6). 
常用 的 中 心 极限 定理 为 ( 称 为 Levy-Lindeberg 中 心 极限 定理 ) 
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车 随机 变量 序列 {6&,) 为 独立 同 分 布 ,Es, 二 py 且 vars, 二 (n= 二 1,2,…), 则 
二 二 一 mp yo,1). 
no 


对 于 d 维 随机 变量 ,也 有 相应 的 按 分 布 ( 即 按 联合 分 布 ) 收 敛 的 概念 及 中 心 极限 定理 . 
1.1.5 常见 的 实 函 数 ,Borel 事件 体 与 Borel 函数 


常见 的 实 函数 有 
(1) 初等 函数 : 多 项 式 函 数 , 三 角 函 数 ,指数 函数 ,对 数 函 数 及 它们 的 组 合 与 复合 . 
(2) 常见 的 非 初等 的 连续 可 微 函 数 有 TT 函数 (Gamma 函数 ) 


eo 
ro) =| ule*du (zx> 0). 
0 


DD=1: 
@ 用 分 部 积分 ,容易 证 明 如 下 的 递 推 公 式 : 
T(z 二 +1)= 二 xT(x) (特别 地 ,T(x 十 1) = 二 n1, 故 它 是 阶乘 的 推广 ). 


® r()=. 
回 的 证 明 比较 两 种 方法 计算 下 述 积分 : [一 | ec- dz 首先 ,用 变量 替换 心 一 


得 到 1 二 二 [ wierdu 一 i(3} 另 一 方面 ,通过 利用 对 称 性 与 取 极 坐 标 得 到 


六 = | edr. 万 让 dy 一 I ercety drdy 


将 两 者 比较 便 得 到 二 ] 一. 
(3) 常见 的 重要 不 连续 函数 : 集合 A 的 示 性 函数 (indicator) 
A 
rgAh. 
特例 : A=[a ,中 ,4A={zo). 示 性 函数 是 最 重要 的 不 连续 函数 , 它 的 重要 性 差不多 等 同 于 
包含 所 有 开 区 间 的 最 小 的 事件 体 中 的 集合 , 称 为 Borel 事件 体 . 
包含 所 有 d 维 开 和 矩形 的 最 小 的 事件 体 中 的 集合 , 称 为 4 维 Borel 事件 体 . 
包含 所 有 连续 函数 , 且 对 于 ( 取 函 数 的 逐 点 ) 极 限 运算 封闭 和 对 线性 运算 封闭 的 最 小 
函数 类 , 称 为 Borel 函数 类 ,其 中 的 函数 , 称 为 Borel 函数 . 


Wy 
起 = 必 
0， 
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数学 期 特征 函数 
参 布 列 二 
分 布 名 称 | 参数 分 布 列 或 概率 密度 a Ec| 方差 va > 
两 点 分 布 i 
(Bernoulli o<p< w= { ”0 (9=1-p) p pq q+ per 
分 布 ) . 
二 项 分 布 | nn 宇 1 |f() = Ctprg"* 六 有 人 
ee a ts a ee 
几何 分 布 1 g pe” 
0<p<fA) =p (k=1,2,…,g=1—p) - 
Geo, p<1f pq 了 站 | 方 六 FE 
| NM | ，、_ CC 加 nM ImM/,_M\N—n 
超 几 何 分 布 | 和) 一 C= 0 Ty vy (i N )N=9 略 
Poisson 分 布 ke ， 
blseon 分 布 | | = 0 = 0 4 志 ee 
Poisson k! 
均匀 分 布 1 at+b (6—a)’ ew 一 ew 
ast | ee | Bal (7) 2 12 人 
正 态 分 布 | x i 
(z) = 政 2 i 
NOB | aso mo ‘ ee 
对 数 正 态 分 布 pk 1 nr 2 
f(x) = e “了 ore)(Z) pt (oo2 
logNwuso) | o>0 Brar | ee 下 
指数 分 布 1 1 ie 
和 A>0 |f(z) 一 MeTtoey(z) 二 二 (1 一 元) 
分布 90=>0 1 3 站 
pe 业 的 = Fas( 亏 ) EF¥l (x) | ab ab (1—ig) 
Beta 分 布 | 90 ToOT(B) e aB 
Co) = oa (1— Dlg (x) | 
Ba 分布 a>0 | Fatp YY PY lathl(atp atBt+) 略 


1.2 随机 数 与 随机 模拟 


当前 ,在 建 模 中 应 用 随机 方法 的 重要 手段 是 随机 模拟 . 本 节 介绍 作为 随机 模拟 的 基础 
的 随机 数 的 生成 方法 . 
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1.2.1 生成 随机 数 的 逆 函 数 方法 


定义 1.1 [0,1] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 的 ”个 独立 的 样本 , 称 为 ?个 均匀 随机 数 ， 
简称 随机 数 . 

在 Microsoft Excel 菜单 中 ,点 击 : 

插入 一 函数 一 全 部 RAND， 

则 可 以 由 计算 机 生成 一 个 数 , 人 们 的 长 期 实践 经 验证 实 , 将 它 视 为 [0,1] 上 均匀 分 布 的 随 
机 变量 的 取 值 是 可 行 的 . 

定义 1.2 若 随机 变量 X 的 分 布 函 数 为 F(z), 则 XX 的 一 个 样本 值 称 为 一 个 Ff- 随 机 
数 . 在 (zx) 有 密度 函数 f(z) 时 ,也 称 为 广 随机 数 . 

命题 1.1( 逆 函数 方法 ) ”如 果 分 布 函数 F(z) 严格 单调 ,w 是 一 个 均匀 随机 数 , 则 
F711(u)( 其 中 下 1 为 下 的 道 函 数 ) 是 一 个 天 随 机 数 . 

证 明 设 U 是 一 个 [0,1] 上 的 均匀 随机 变量 ,那么 

PCF-CU) Szx) = PU SEF)) = F(x). 
注 “如果 F(x) 并非 严格 单调 ,我 们 可 以 定义 函数 F(x) 的 如 下 的 “广义 的 道 函 数 ”: 
Fi (z) = inf{z: F(zx) > z}. 

如 果 是 一 个 均匀 随机 数 ,那么 ,可 以 证 明 F "(ww) 是 一 个 所 随机 数 . 

使 用 计算 机 可 以 生成 各 种 分 布 的 随机 数 , 这 样 ,就 可 以 在 计算 机 上 作 重 复 的 随机 试 
验 , 从 而 可 以 得 到 许多 模拟 数据 . 模拟 数据 能 为 随机 建 模 与 对 随机 模型 的 运行 作出 合理 的 
分 析 ,提供 重 要 的 参考 作用 . 

例 1.1( 离 散 分 布 随 机 数 ) 设 离散 随机 变量 X 的 分 布 函数 为 下 (z) ,概率 函数 为 

f(z) 二 P(X 一 z)， 满足 pi 一 f(z)>>0， 2 了)pi=1. 
我 们 将 [0,1] 分 为 一 些 互 不 相交 的 子 区 间 ,使 第 i 个 子 区 间 J; 的 长 度 为 p;. 任 取 一 个 均匀 
随机 数 u, 我 们 定义 一 个 由 它 生出 Z 的 如 下 方法 : 
车 uE€J;， 令 zz;( 意 思 是 : 如 果 w 落 入 J;, 就 取 z==x;)， 

那么 ,Z 是 一 个 随机 数 . 

例 1.2( 集 合 {1,2,…,n)} 上 的 离散 均匀 随机 数 ) 设 w 是 均匀 随机 数 ,那么 z=[nuj 十 1 
是 集合 {1,2,…,n) 上 的 离散 均匀 随机 数 , 其 中 记号 [a] 表示 正 数 a 的 整数 部 分 . 事实 上 


z= jOuE€ [志学 ) nm E [j—1,))3j = [n+1. 
例 1.3( 几 何 随 机 数 ) 设 随 机 变量 X 服从 几何 分 布 
fA)EPX=A)=g1p (k>1,g=1—p). 
我 们 注意 ,对 于 U 一 UL0,1] 有 
P(d 一 go 入 U < 一 1 一 o) = PCX = &). 
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然而 1 一 go-1 和 U<1 一 of 等 价 于 X。lng<ln(1 一 U)<(X 一 1)lng. 后 者 又 等 价 于 X 一 


[和 二] +1, 其 中 方 括号 表示 取 整 运算 . 因此 ,对 于 均匀 随机 数 w， 


[2 


I | 


就 是 参数 为 p 二 1 一 g 的 几何 随机 数 . 
注意 , 当 U 是 UL0,1] 上 随机 变量 时 ,1 一 U 也 是 UL0,1] 随 机 变量 . 故而 ,对 于 均匀 随 


机 数 wz 一 [| 二 1 也 是 一 一 个 几何 随机 数 . 例如 ,一 0.4 时 有 


u 0.124 0.450 0.467 0. 286 0.817 


z= [只 ]+3 5 当 3 1 


例 1.4( 指 数 随机 数 ) 参数 为 的 指数 分 布 的 分 布 函数 为 FCz)=1 一 ex ,此 时 有 
F-(Cy)= 一 二 mnG1 一 y). 任 取 一 个 均匀 随机 数 w, 那 么 < 一 一 寺 In(1 一 就 是 一 个 指数 随 


机 数 . 类 似 地 ,对 于 均匀 随机 数 wn 也 是 一 个 指数 随机 数 . 


例 1.5( 正 态 随机 数 ) ”如果 是 均匀 随机 数 ,那么 ,@ (zx) 是 标准 正 态 随机 数 ,其 中 
g(x) 是 标准 正 态 分 布 函 数 .而 og@71(w) 十 yy 就 是 参数 为 (y,o) 的 正 态 随机 数 . 
例 1.6 自来水 公司 给 某 个 企业 每 月 分 配 400000t 水 ,超标 用 水 每 1000t 罚款 100 
元 . 假定 公司 每 月 实际 用 水 Wt, 服 从 正 态 分 布 N(350000,35000?). 为 此 公司 决定 用 道 函 
数 方法 ,模拟 下 一 个 季度 的 W 值 . 如 果 ui 二 0. 8643,ws 二 0. 3821,us 一 0. 9452 是 用 来 得 到 
W 值 的 均匀 随机 数 .我 们 有 
Du) =1, Bl(u) 一 一 0.3， G1(x) = 1.6. 


于 是 


wi = 356000 十 25000@ 1(wu) (i= 1,2,3) 
是 3 个 N(350000,35000?) 随 机 数 : 388500,339500,406000. 这 样 ,下 一 个 季度 罚款 的 模 


拟 值 为 100X 006000 一 600 元 


Poisson 随机 数 可 以 按 例 1. 1 的 方法 生成 .但 是 ,下 述 方法 的 效率 更 高 . 
例 1.7(Poisson 随机 数 ) ”对 于 Poisson 随机 变量 X, 我 们 有 递 推 公式 


P(X=0)=e’*, P(X=k) = AP(X—k—D (之 1). 


生成 Poisson 随机 数 可 用 下 述 向 上 搜索 流程 (k&,p.,F 下 是 三 个 “变量 ”): 
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生成 均匀 随机 数 v 


(= 所 > 停 , 取 X=0 


k+l>k 
| ~p| 后 [你 , 取 X=k 
F+p>F 

Yur 
修正 , 回 到 * 处 


例如 ,由 均匀 随机 数 二 0.628, 求 一 个 Poissons 随机 数 .我 们 用 上 述 流程 : 
六 000 < = = 
k=2, p=0.224, F=0.424<~<u, k=3, p=0.224, F=0.648>u. 
所 以 ,一 个 Poissons 随机 数 是 3. 
对 于 较 大 均值 的 Poisson 随机 数 , 则 可 以 使 用 向 下 搜索 流程 . 
注 ” 另 一 种 生成 Poisson 随 机 数 的 更 为 常用 的 方法 是 : 生成 相互 独立 的 均匀 随机 数 ， 


ww ，… ,有 取 非 负 整 数 m 使 条 ue I u(Bm = min{k21: wu ee) —1), 
k=1 k=1 

则 m 是 Poisson 随机 数 . 

证 明 设 U 为 相互 独立 的 UL0,1] 随 机 变量 , 则 T 党 一 lnU 是 相互 独立 的 参数 为 1 
的 指数 随机 变量 . 令 鞋 荆 十 Ti 十 … 十 Ti ,那么 ,和 N, 竺 sup{k: rm 过 } 是 强度 为 1 的 
Poisson 过 程 . 于 是 

N; = m 等 价 于 tt, 魏 1， cnn 之 4， 

即 


也 就 是 
lv 过 <IIv. 


例 1.8 保险 公 \ 司 为 某 市 冬季 4 | 扫 雪 损失 的 理赔 设置 了 10000 元 的 免 赔 额 . 假 
定 每 月 损失 是 均值 为 15000, 标 准 差 为 2000 的 正 态 随 机 变量 . 假定 得 到 了 4 个 均匀 随 
机 数 
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0.5398, 0.1151, 0.0013, 0.7881 
公司 对 于 4 个 月 扫 雪 损失 的 理赔 额 作 了 模拟 计算 . 用 Microsoft Excel 由 均匀 随机 数 
0.5398,0.1151,0. 0013,0. 7881 分 别 得 到 的 均值 为 15000, 标 准 差 为 2000 的 正 态 随机 
数 是 
15200, 12600,。 9000, 16600. 
因为 只 理赔 超出 免 赔 额 的 损失 ,所 以 实际 理赔 的 只 有 3 份 ,其 理赔 额 分 别 为 
5200， 2600, 6600. 
于 是 公司 对 于 4 个 月 理赔 总 额 的 一 个 模拟 值 是 5200 十 2600 十 6600 一 14400. 
例 1.9( 混 合 分 布 随机 数 ) 设 


0= < < =1l, tt =pi<n), F(z)= Dp 


i=1 


F(x) (i 才 n) 是 分 布 函 数 . 又 wx 是 均匀 随机 数 , 若 1;_1 二 u<ti;, 则 我 们 令 


= 天 :| 2 一 如 1 
= ( p: 小 
那么 > 是 天 随机 数 . 
证 明 对 于 [0,1] 上 的 均匀 随机 变量 U ,定义 随机 变量 
大 去 | 下 一 起 
ze 


i 


】 这 


P(Z < a)= P (Fm (Se tt jr ,a < z] 
- >? (和 6, UD SeU € (st]) 


- PP <UZttpFi(z)) = > piFi(z). 
即 在 计算 时 如 果 耻 到 的 均 4 匀 随 机 数 u 落 在 第 i 个 区 间 (1;-1， .中 ， 则 取 


z 一 rm], 
. pb: 


这 样 得 到 的 <, 就 是 》) piF; 混合 分 布 随机 数 . 
混合 分 布 最 典型 例子 是 混合 指数 分 布 . 即 已 Cz) 一 1 一 e- 姑 的 情形 ,此 时 


PR 


A 
例 1. 10(Gamma 随机 数 与 Beta 随机 数 ) nn 个 独立 的 均值 为 9 的 指数 随机 数 的 和 是 
参数 为 n,9 的 Gamma 随机 数 (T(n,0) 随 机 数 ). 若 wm ,y 分 别 是 独立 的 PCz,1) ,PCn ,1) 随 机 


(ti ut). 
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数 , 那 么 " 直 半 训 是 参数 为 n,m 的 Beta 随机 数 (Beta(n,m) 随 机 数 ). 


1.2.2 生成 随机 数 的 Von Neumann 取舍 原则 


给 定 分 布 密度 f(x) ,取舍 原则 (rejection principle) 提 供 了 生成 广 随机 数 的 一 个 简捷 
方法 . 在 生成 广 随机 数 时 , 逆 函 数 方法 往往 需要 很 大 的 计算 量 . 而 取舍 原则 的 做 法 是 : 取 
一 个 参考 分 布 密度 函数 go(x) ,使 它 满足 : 

(1) go- 随 机 数 容易 生成 .如 go (zx) 为 正 态 密度 函数 ( 双 侧 分 布 ),U[a,5] 密 度 函 数 (有 
限 区 间 分 布 ) ,指数 密度 函数 ( 单 侧 分 布 ), 及 它们 的 混合 密度 函数 (多 峰 分 布 ). 

(2) go(X) 与 f(x) 的 取 值 范 围 差不多 (不 必 相 同 ), 且 存在 C, 使 f(z) 二 Cgo (zx). 
取舍 原则 的 数学 根据 是 以 下 的 命题 . 

命题 1.2 设 随机 变量 Y 具有 密度 函数 go(x), 而 随机 变量 U~UL0,1], 且 与 Y 独 
立 , 则 


PY<zl t=0)= rod 


证 明 ”对 Y 的 取 值 用 全 概率 公式 (PCA) 一 Pa | 了 = mmsCodz] ,可 以 得 到 


At 4 ) . ( < dA)s ”于 
二 P(Y<z Cgo dy) 宇 U [Pp US go(y)dy I 并 Cf Wdy 
RD >0] (< 和 下 本 
P(A >U 全 U< gg js dy 上 Cf Wdy 
取舍 原则 的 具体 作法 是 : 


(1) 独立 地 生成 个 独立 的 go(Cz) 随 机 数 mw ,wm ,ww 与 个 与 之 独立 的 UL0,1j 随 
机 数 Ul U2 Zn 


(2) 对 于 (1) 中 生成 的 随机 数 按 以 下 原则 进行 取舍 : 对 i 二 1,2,… ,如 果 有 
wi， 就 保留 vi; ,否则 就 舍弃 v. 

由 命题 1.2, 所 有 保留 下 来 的 那些 v; 就 成 为 一 系列 独立 广 随机 数 . 

推论 1.3 取舍 原则 可 以 改良 为 : 如 果 f(z) 二 Yh(x), 只 要 存在 C, 使 h(x) 三 
Cgo (zx) ,那么 ,我 们 可 以 在 取舍 原则 中 用 h(z) 代 蔡 f(x) ,得 到 广 随机 数 . 其 具体 做 法 为 : 
独立 地 生成 个 独立 的 go- 随 机 数 vi ,wv ,…,v 与 2 个 与 之 独立 的 均匀 随机 数 w ,ws ,…， 
加, 如 果 才 52 之 w, 则 保 贸 志 , 否 则 舍弃 忆 , 那 么 ,所 有 保留 下 的 w 是 相互 独立 的 广 随 
机 数 . 

证 明 只 需 注 意 到 f(x) 三 YCgo(z) 及 


fv;) 
Cgolv; 


3 


Fwy ._ hr) 
YCgo(X) Cgo(Cz) 


即 可 . 
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注 1 推论 1.3 说 明 , 我 们 不 必 计算 Y( 即 可 以 忽视 计算 量 很 大 的 一 个 常数 因子 ). 这 
样 使 取舍 原则 简单 易 行 ,可 以 适用 于 采集 相当 复杂 的 分 布 的 随机 数 . 

注 2 将 一 个 go- 随机 数 w 在 取舍 原则 中 “被 选用 ”的 概率 记 为 p, 将 go- 随 机 数列 经 
取舍 原则 而 首次 接受 时 ,已 取舍 的 次 数 记 为 N. 那么 


p= P(v < ~ > [二 全 >UIV= ojo Wao 
0 0 


PAG DN | 
Co Co do Cc 


而 且 N 服从 参数 为 p 的 几何 分 布 .因此 得 到 下 面 的 命题 . 

命题 1.4 在 利用 f(x) 三 Cgo(x) 作 为 取舍 原则 的 根据 时 ,为 了 得 到 一 个 广 随 机 数 ， 
平均 需要 C 个 go- 随 机 数 . 

证 明 EN=5=C. 

由 此 可 见 C 取得 越 小 ,取舍 的 效率 越 高 . 
1.2.3 ”对 于 取舍 原则 的 再 认识 


下 面 将 go(z) 简 记 为 g(x). 因为 g(x) 是 一 个 密度 函数 ,又 假定 了 Y,U 相互 独立 ， 
U~UL0,1],Y~g(zx). 取 爹 原则 是 说 ,一 个 产 随 机 数 y 被 接受 , 当 且 仅 当 对 于 [大 随 机 数 
u 有 f(y) 宇 Cg(y)u. 我 们 青 定义 一 个 新 的 随机 变量 

VA 0 


于 是 ,在 Y=y 条 件 下 ,Z 的 条 件 密度 是 均匀 分 布 far (sly) = pet lec (®). 故而 (Y， 
ZZ) 的 联合 密度 是 
Jrz(y,z) = g(y)» 本 faon(a) 于 Eon Cs). 
即 二 元 随机 向 量 (Y,2) 服 从 集合 {Cy,<) : 0 过 < 之 Cgo(y)) 上 均匀 分 布 . 从 而 取舍 原则 可 以 
重 述 为 
一 个 妨 随 机 数 y 被 接受 , 当 且 仅 当 F(y) 三 = (z 是 一 个 Z- 随 机 数 ). 
1.2.4 ”取舍 原则 的 另 一 种 表述 


找 密度 函数 f(x) 的 一 个 控制 函数 M(xz) 三 f(x) ,使 二 维 集合 {(y,z): 0 和 = 委 MCy)) 
上 的 均匀 随机 数 容易 生成 (例如 ,经 典 情形 就 是 M(x) 二 Cg (xz)). 于 是 取舍 原则 可 以 叙 
述 为 : 

生成 (Y,2Z)- 随 机 数 (y,z) ,如果 f(y) 三 z, 则 保留 y, 否 则 舍弃 y. 那么 这 样 保留 下 的 
,就 是 广 随机 数 . 


1.3 Gauss 系 13 


证 明 被 接受 的 筷 随 机 数 的 分 布 函 数 是 


P(CGY,Z): 工 过 zi0 过 QZ 过 jj)) 
P((Y,Z): 0 过 QZ 过 jj)) 


from 四 
而 | dzdy E fwdy 


0 


Te PFC 二 co 
| | dzdy | fwdy 
ee = 


POY Eel DY 


[ ds 


1.3 Gauss 系 


1.3.1 方差 有 限 的 随机 变量 全 体 组 成 的 Hilbert 空间 


将 概率 空间 (Q,F,P) 上 有 方差 的 全 体 随机 变量 的 集合 (依赖 于 事件 体 F), 记 为 
(0). 显 见 它 是 Euclid 空间 , 即 它 是 线性 空间 ,并 且 可 以 定义 内 积 : 
(&,D 和 E(ty). 
L*(Q) 作 为 线性 空间 ,与 线性 代数 中 大 多 数 Euclid 空间 的 例子 有 本 质 的 不 同 ,就 在 于 它 不 
是 有 限 维 的 , 即 在 L?(Q) 中 找 不 到 有 限 个 元 ,使 之 构成 一 组 基 . 实际 上 ,在 二 (2) 中 可 以 找 
到 无 穷 多 个 线性 无 关 的 元 素 ,这样 的 Euclid 空间 , 称 为 无 穷 维 Euclid 空间 . 
对 于 L*(0) 中 任意 元 $, 可 以 定义 其 范 数 为 
lsl 兰 VES 
而 对 于 任意 .7EZ2(2) , 差 的 范 数 ‖ 和 一 了 |, 称 为 ,7 间 的 距离 . 可 以 证 明 ,这 个 距离 和 普 
通 的 三 维 空间 中 两 点 之 间 的 距离 非常 相似 , 即 它们 满足 三 角形 不 等 式 
1 一 引入 1 和 一 ?十 上 7 一 好 | . 
在 L*(Q) 中 的 随机 变量 序列 {&,), 称 为 收敛 到 sE (2) ,如 果 当 2 十 cc 时 有 
1&—él 一 0. 


nl 


它 等 价 了 


E(é,—é)*— 0. 
一 般 将 此 种 收敛 , 称 为 随机 变量 列 的 均 方 收敛 (参见 1. 1. 4 节 ). 概率 理论 指出 ,这 种 收敛 
与 概率 为 1 地 收敛 , 即 

Plw: &(w) — é(w)) = 1, 
互 不 蕴含 .但 是 ,它们 都 草 含 依 概率 收 化 . 
定义 1.3 在 三 (2) 中 的 随机 变量 序列 { 乌 ), 称 为 Cauchy 列 , 如 果 当 ,mm 一 十 cc 时， 

恒 有 

1 一 名 | 一 0. 
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命题 1.5 三 (2) 中 的 任意 Cauchy 列 必 有 极限 , 即 如 果 三 (2) 中 的 随机 变量 序列 
{6}) ,满足 当 n,m 一 十 吕 时 恒 有 上 乌 一 6 一 0, 那 么 ,一 定 在 L: (0) 中 存在 &, 使 
1&—é1| 一 0. 

定义 1.4 如 果 无 穷 维 Euclid 空间 中 的 任意 Cauchy 列 都 有 极限 , 则 称 为 此 Euclid 
空间 为 完备 的 . 完备 的 Euclid 空间 通常 称 为 Hilbert 空间 . 

所 以 ,L*(Q) 是 Hilbert 空间 . 

用 Hilbert 空间 的 观点 理解 随机 变量 的 均 方 收敛 性 ,有 与 三 维 空间 类 似 的 直观 感觉 


1.3.2 作为 d 维 正 态 分 布 的 推广 的 d 维 Gauss 分 布 


定义 1.5 如 果 存 在 mm 个 独立 的 标准 正 态 随机 变量 5 ,yy，… 1， 以 及 常数 aj (1 三 
i<d,1 志 j 三 m) 与 yi(1<i<d) ,使 得 
所 三 aunn 十 … 十 an。 十 各 


久 一 dd 妨 十 … 十 qun 十 pu， 
则 称 a 维 随机 向 量 § 二 (&, 色 ,…,&)"( 上 角 人 表示 转 绾 运算 ) 服 从 d 维 Gauss 分 布 . 
矩阵 形式 为 
€=An+t+p.: 
其 中 
A = (as )axn. 
这 时 期 望 向 量 与 协 方差 矩阵 分 别 为 
EE 一 Ap， 
5= E(€—p)(€—p)" = AAT. 
协 方差 矩阵 允 为 可 逆 时 的 Gauss 分 布 , 称 为 (多 维 ) 正 态 分 布 , 此 时 存在 分 布 密度 函数 
fx) 


= Em i CEE ep, 
(2r)z |31|7 

服从 d 维 Gauss 分 布 , 记 为 68 一 NCn .3 ). 

Gauss 分 布 是 正 态 分 布 的 自然 推广 . 例如 ,常数 a 看 成 随机 变量 并 不 服从 正 态 分 布 ， 
因为 它 的 方差 是 0. 但 是 , 按 定义 它 是 一 维 Gauss 分 布 . 

正 态 分 布 就 是 不 退化 的 Gauss 分 布 ,只 当 此 时 才 存 在 分 布 密度 . 一般 的 Gauss 分 布 
可 能 只 分 布 在 一 个 低 维 的 超 平面 上 . 

服从 Gauss 分 布 的 随机 向 量 , 称 为 Gauss 随机 向 量 . 由 它 的 定义 直接 可 知 ,Gauss 随 
机 向 量 的 任意 多 个 分 量 仍然 是 Gauss 随机 向 量 ,或 Gauss 随机 变量 . 

Gauss 分 布 有 下 列 基本 事实 

(1) 车 服从 d 维 Gauss 分 布 E 一 N(p ,号 ), 则 此 时 ,对 于 mXd 算 阵 C, 及 m 维 列 向 量 
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b 有 
CEé+b 一 N(Ge 十 50,CZCT). 
(2) 若 和 一 Na : 马 ), 名 一 NGe :, 束 ), 且 相互 独立 , 则 
外 十 色 一 Np 十 pe ,3 十 歹 ). 
(3) 一 维 Gauss 随机 变量 或 者 是 正 态 随机 变量 ,或 者 是 常数 . 此 时 有 


1 
es = eEttiwr(® 


(4) (em } 服 从 Gauss 分 布 , 且 6”- 人 -6 ( 指 所 有 分 量 都 依 概率 收敛), 则 且 服 从 Gauss 
分 布 . 
(5) Gauss 随机 向 量 对 依 分 布 收敛 的 封闭 性 . 即 车 名 ~N(j,, 马 ), 目 名 一 < ( 指 其 相 
应 的 特征 函数 pe (A) 蔚 Eee -ge(1) 蔚 Eex 人 , 则 存在 p , 允 ,使 
Ap 一 Ap' 马 一 瑟 ， 而 且 €~ N(p ,3). 
命题 1.6 下 面 4 个 叙述 彼此 等 价 : 
& 
(1) 随机 向 量 = 服从 d 维 Gauss 分 布 . 


名 
d 


(2) 对 于 任意 实数 w ,az ,…,au ,线性 组 合 > ask 服从 一 维 Gauss 分 布 . 


(3) 有 的 特征 函数 p(A) 振 Eea 有 以 下 形式 
2(CA ) 一 ein, 
(4) 二 的 矩 母 函数 M(z) 兰 Ee" 有 以 下 形式 


M(z) = er mt. 
1.3.3 Gauss 系 与 Gauss 过 程 


定义 1.6 ”随机 变量 族 {& : :ET) 称 为 Gauss 系 .如 果 对 于 任意 n 及 任意 ,ts,…,1, EE 
,随机 向 量 (& 6 ) 服 从 Gauss 分 布 . 

对 于 Gauss 系 {&"”} 而 言 , 依 概率 收敛 与 均 方 收敛 是 等 价 的 . 

如 果 Gauss 系 中 的 指标 集 I 王 [0, 十 cc=), 则 称 为 Gauss 过 程 . 

定义 1.7 随机 过 程 (4&: t 宇 0} 对 于 每 一 个 固定 的 基本 事件 (样本 点 )w 作为 1 的 函数 
S,(w) , 称 为 随机 过 程 (5&: t 宇 0} 对 应 于 样本 点 w 的 样本 轨道 . 如 果 随 机 过 程 (5 : :二 0} 具 有 
有 限 方差 , 即 对 于 任意 t 宇 0 恒 有 var(&) 过 十 2. 记 

L(t) = Eé,, R(s,t) = E(&é,), 
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C(s,t) = cov( 5) = R(s,t) 一 PCS)A(t). 

它们 分 别称 为 随机 过 程 {&: :二 0} 的 均值 函数 .相关 函数 与 协 方差 函数 . 

显 见 

CGs:t) 一 人 CSt) 一 As)ACt). 

定理 1.7 随机 过 程 {: t 宇 0) 是 Gauss 过 程 , 当 且 仅 当 它 在 任意 有 限 个 时 刻 的 任意 
线性 组 合 的 分 布 都 是 Gauss 分 布 . 即 对 于 任意 ,任意 实数 ol ,as,…,a, 及 任意 时 刻 刀 ， 
如 ,随机 变量 we 十 4s&, 十 … 十 as 6 或 者 都 是 常数 ,或 者 服从 正 态 分 布 . 

对 于 Gauss 过 程 ,其 均值 函数 与 相关 函数 完全 地 确定 了 它 的 有 限 维 分 布 族 , 即 对 于 
任意 及 任意 4 ,… ,tsET, 随 机 向 量 (6 .5 ，…,& ) 的 联合 分 布 全 体 : 


和 L(t1) 

& (t2) 

9 oN) | Les 
6 L(tn) jn 


其 中 C(s,) 是 协 方差 函数 .可见 ,Gauss 过 程 的 概率 特性 完全 由 其 均值 函数 和 协 方差 函数 
所 决定 . 

定义 1.8 ”如 果 随 机 系 {&: tE Ti 具有 有 限 方差 ,那么 ,L2z(2) 中 的 如 下 子 集 工 (9) 兰 
tf:tE 了 中 任意 有 限 个 元 素 的 实 线性 组 合 组 成 的 集合 : 称 为 5: 4E 了 的 线性 包 . 再 记 
L(&) 为 包含 L( 引 ,有 上 且 对 于 均 方 极限 封闭 的 最 小 集合 : 即 

若 加 EL 下 | 人 一 7 一 0, 则 7E 工 (5. 

那么 ,L(9) 是 {&: +ET) 的 线性 闭 包 , 称 为 随机 系 {$&: zE 刀 的 线性 均 方 信息 空间 . 线性 均 
方 信息 空间 中 的 每 个 元 素 都 是 {6: 1€ 了 中 元 素 线性 组 合 在 均 方 意义 下 的 极限 ,因而 可 看 
成 整个 随机 变量 族 {&: :ET) 的 某 个 “线性 泛 函 ”. 

命题 1.8( 封 闭 性 ) 如 果 {S: 1€E 7T) 是 Gauss 系 , 则 其 均 方 线性 空间 L (8) 也 是 
Gauss 系 . 

此 外 ,我 们 还 有 下 面 的 命题 . 

命题 1.9( 独 立 性 ) 

(1) 若 {&: a€E 了 与 {%: BE 了 独立 ,那么 L() 与 L(y) 独 立 ( 指 任意 各 自 有 限 个 元 素 
组 成 的 随机 向 量 都 相互 独立 ). 

(2) 若 {&,: aE1T,BE 了) 是 Gauss 系 , 则 {&: aE7T) 与 {%，: BET} 独 立 的 充 要 条 件 为 
对 于 任意 所 ,都 有 cov(,7,) 二 0. 

(3) 若 Gauss 系 {&: a€E 了 与 Gauss 系 {%,: BE 了 相互 独 立 , 那 么 {&,n,: a€ 1,BEJ} 
也 是 Gauss 系 . 

定理 1.10 设 {&”: 1 宇 0} 是 一 系列 Gauss 过 程 . 又 对 于 任意 上 都 有 
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Els" -sl 
那么 ,{&: t 宇 0} 也 是 Gauss 过 程 . 

证 明 可 以 直接 验证 ,对 于 任意 加 及 任意 时 刻 二 ,4,… 6,( 人 0 se ，… 80) 的 联合 
特征 函数 趋 于 (6 ,&, ,…,&, ) 的 联合 特征 函数 . 由 假定 (em ,eg ，,… ,6 ) 是 Gauss 分 布 ， 
因此 (& 6 ) 是 Gauss 分 布 . 故而 {: t 宇 0} 是 Gauss 过 程 . . 

复 Gauss 过 程 

设 8 二 十 p(k 二 1,2) 中 实 部 与 虚 部 的 期 望 为 0, 则 二 元 复 函 数 

Rs,t) EE 5 ) 
称 为 复 随 机 过 程 {84? : t 宇 0) 与 {8&”:; :0) 的 相关 函数 . 它 是 一 个 复 值 的 非 负 定 函数 , 即 
对 于 任意 r,t ,to，… ,i 及 任意 复数 a ,as，… ,a , 恒 有 

R(ti sti)ar ar 2 0. 


定义 1.9 复 值 的 随机 过 程 (6 一 十 iy,: t 宇 0), 称 为 复 Gauss 过 程 ,如 果实 值 过 程 
{5: >0} 与 人 7: 0} 是 相互 独立 的 0 过 程 ,而 且 有 相同 的 有 限 维 分 布 族 . 
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1. 证 明 : (1) |PCAB) 一 P(A)P(B)1< 十 ; 
(2) |P(AB)—P(BOC)|<1—P(AO); 
(3) P(A…A,) 1— 2 (1— PA)). 


k=1 


2. 由 P(A1B) 宝 P(A) 推 出 PCBIA) 之 PCB) ,解释 其 含义 . 
3. 设 X 为 取 非 负 整数 值 的 随机 变量 ,证 明 : 


和 
(1) EX = 2 PX; 


(2) var(X) = 2Dup x > EXCEX+D. 


4. 设 随机 变量 X 与 独立 ， 且 方 差 有 限 , 证 明 : 
(1) var( XY)=var(X)var(Y)+ (EX)’var(Y)+ (EY)’var(X); 
(2) var(XY)var(X)var(Y). 


5. 设 刍 , 色 ，,…,&1a(n 之 m) 相互 独立 同 分 布 且 具有 有 限 方差 , 试 求 X 一 》 & 与 
k=1 


Y 一 了 es 的 相关 系数 . 
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6. 设 随机 变量 X 服从 正 态 分 布 N (ywo), 求 EI1X 一 pl. 
7. 设 随 机 变量 X 服从 参数 为 的 Poisson 分 布 , 求 EI1X 一 pl. 
8. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 f(zx), 令 h(v) 二 EI|X 一 v|, 试 证 明 : 当 w 满足 


PCX<o) 一 二 时 Co 称 为 X 的 中 位 数 ) ,h(v) 达 到 最 小 . 


9. 零件 强度 X 一 N(48,22). 若 X 过 46. 32 为 合格 品 ,否则 为 次 品 . 今 检验 方案 为 : 第 
一 次 任 取 3 个 , 若 3 个 都 合格 , 则 接收 该 批零 件 ; 若 至 少 有 2 个 次 品 , 则 拒 收 该 批零 件 ; 否 
则 再 抽 第 二 次 ,也 是 3 个 .重复 上 述 步 又, 至 作出 接收 或 拒绝 决定 为 止 . 

(1) 求 由 第 一 次 取样 而 接收 该 批零 件 的 概率 ; 

(2) 求 该 批 产品 被 接收 的 概率 ; 

(3) 记 N 为 在 作出 决定 时 的 抽取 次 数 , 求 N 的 分 布 . 

10. 设 r 一 Expl, 求 rzAz 的 分 布 函 数 . 

11. 设 6 一 Exp ,7 一 Expi,7 独立, 求 P(e> 力 并 求 EA7 及 (一 力 的 分 布 . 

12. 设 F(z) 为 分 布 函 数 ,F(z) 二 1 一 F(x). 证明 F(x) 是 指数 分 布 的 充 要 条 件 为 

F(t+s) = F(S)FC). 

13. 设 随机 变量 X 服从 N(0,1) 分 布 . 求 X 与 X*(m 为 正 整数 ) 的 协 方差 与 相关 系数 . 

14. 假设 ECXIY)=EX, 证 明 X 与 了 不 相关 .举例 说 明 其 逆 命 题 不 成 立 . 

15. 设 Xi ,XX ,…,X，, 为 n 个 具有 密度 f(x) (分 布 函数 记 为 F(z)) 的 独立 同 分 布 随 
机 变量 . 令 Xe 为 它们 中 最 小 的 值 , 即 Xe 一 minXeyXo 为 它们 中 第 二 个 小 的 值 ,…… » 
Xw 为 它们 中 最 大 的 值 . 

(1) 证 明 Xw 具 有 密度 EC4FCz)FCz)4 1(1 一 FCz)) "一 

(2) 车 独立 同 分 布 的 Xi,Xs,…,X,~U[0o,1], 求 EXw,var(CXow ) 及 相关 系数 
pCXo ,Xom). 又 问 varCXo ) ,var(Xo ),…,var(CXo ) 中 哪个 最 小 ,哪个 最 大 ? 证 明 当 nn 一 
十 ce 时 ,Xeoo 依 概率 收敛 到 1, 且 2z(1 一 Xeoo ) 依 分 布 收 敛 到 Expi. 

16. (1) 证 明 var(Y) 宇 E[var(Y|X)], 其 中 var(Y|X)==E[(Y 一 E(Y|X))*|Y] 称 为 
Y 对 X 的 条 件 方差 . 

(2) 在 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 时 ,求证 var(Y|X) 二 (1 一 p?)var(Y), 其 中 po 是 XX 与 
Y 的 相关 系数 . 

17. 若 系统 由 两 种 独立 工作 的 设备 串联 而 成 ,它们 的 寿命 分 别 为 参数 4,w 的 指数 分 
布 ,又 它们 各 有 备件 "一 1 件 与 痉 一 1 件 . 求 在 这 些 备件 的 支持 下 ,系统 的 平均 寿命 . 

18. 设 A,B 为 随机 事件 .已 知 P(A),P(B),P(AB), 求 E(Is1A),E(Isus1A) 及 
E(Ians1A), 并 分 别 求 它们 的 分 布 . 

者 (DD) 些 Ees 一 十 co ,证 明 以 下 的 Chernoff 不 等 式 : Vt 

P(X aE 
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再 由 此 推出 
PX >a) en, 
20. 若 g(x) .h(xz) 都 是 非 增 函 数 ,或 都 是 非 降 函 数 .证 明 ELg(X)h(X)] 宇 Eg(X)Eh(X)， 
并 解释 其 含义 . 又 车 它们 一 个 非 增 , 另 一 个 非 降 , 则 结果 如 何 ? 
21. 设 随 机 变量 ,ts ,… ,rt 相互 独立 , 且 冯 一 Expx (kn). 证明 
A1 十 XA2 和 


Plr; maxt:) 
kn 


22. 设 随机 变量 X 一 U[ 一 xm,S,= > ) cos(AX). 证 明 宇 -二 -00 一 十 co). 
k=1 
23. 设 X,Y,Z,W 是 独立 同 分 布 的 标准 正 态 随机 变量 .证 明 
Pa VR TY >b VT FW) — 
24. 设 F(x),G(y) 是 两 个 分 布 函数 . 记 
F(x,y) = (F(z)+G(y)—1)+t, F(zr,y) = min{F(z),G(y)}, 

其 中 记号 z+ ==zIr0,4o(z). 证明 Fi (x,y) ,F(zx,y) 都 是 二 元 分 布 函 数 , 且 满 足 

(1) Fi(z,+o0)=F,(zr,+o)=F(z) ,Fi (十 co,y) 王 Fo( 十 co,y) 王 GCCy); 

(2) 车 男 有 二 元 分 布 函 数 F(z,y) ,也 满足 F(Cz, 十 co) 王 FGz),F(+co,y) 一 GCy)， 
则 F(zr,y) F(zr,y) SF (x,y). 

25. 移 位 指数 分 布 的 密度 为 p(x) 二 Xe Te (Xx) ,如 何 得 到 它 的 样本 ? 


26. 若 随机 变量 s 一 N (0,1),7 一 和 艰 (C2) 且 与 独立 ， 则 一 服从 4(n) 分 布 
7 


n 


r(3:) 2 
其 密度 为 <) 一 一 和 (1+ 二 . 如 何 构造 (7) 随 机 数 ? 
ViaT (和) 二 
nF) 
27 求 密度 为 一 a (1+ 素 ) 的 1(k,a) 分 布 的 方差. 如 何 取 它 的 随 
MET 和 


机 数 ? 
28. 设 台 是 轨道 为 1 的 连续 函数 的 Gauss 过 程 ,E&, 二 m(1),cov(&,,&) 二 RG(s,1) 一 
m(s)m(t),G(t) 是 单调 递增 函数 . 如 果 存 在 随机 变量 ,使 var(?) 过 十 cc, 而 且 当 


一 十 co 
maxi{tp 一 四) 一 一 一 0 时 ,有 


E| Dm [LGR) — Gm)]—n, | 0 
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这 里 {z” } 是 半 开 区 间 (0 ,要 的 一 个 划分 . 那么 ,定义 | sdGds) 一 也 .证明 也 是 Gauss 过 
程 . 再 求 En, cov(C7 了). 

29. 设 & ,了 是 相互 独立 的 Gauss 过 程 , 证 明 & 各 十 思 也 是 Gauss 过 程 . 

30. 设 & 是 轨道 为 + 的 连续 函数 的 Gauss 过 程 ,E&, 二 m(1) ,cov(&,,&) 二 R(s,t) ,GCD) 
是 任意 单调 递增 函数 . Gauss 过 程 & 的 特征 泛 函 定义 为 

BG) = Eelisaco 

从 这 个 特征 泛 函 的 显 式 表示 ,对 于 巡 ts 过 1, 取 G0) 二 TrowI (1) 十 名 Tow,1(t) ,证 明 得 到 
的 B:(G) 正 是 (和 ,和 ,) 的 联合 特征 函数 res (2.4 ) 一 Ee 5 5 的 显 式 表示 . 
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2.1 条 件 分 布 与 全 概率 公式 的 推广 


2.1.1 条 件 分 布 
设 随 机 向 量 (&, 力 能 取 的 值 为 (zi,y;) (i,j 二 1,2,…). 那么 ,在 wy 取 值 y 的 条 件 下 ,é 的 
条 件 分 布 是 指 下面 的 分 布 表 


[ P(£=zi|7=») 
其 中 


Pl(é=z|7=y), y=y, j=1,2,.%, 
P(é= zi|7y= ») -| 
0， yy j=1,2, 
是 条 件 概率 . 
设 随 机 向 量 (6, 刀 一 联合 密度 f(x,y), 则 在 ?一 > 的 条 件 下 ,随机 变量 的 条 件 密度 , 记 
为 fe(x17w 二 y) ,或 fa,(z1y) ,其 表示 式 为 
f(z 1 = filz1y=y) re 


其 中 方 Cy) = |/(z,y)dz 是 7 的 (边缘 ) 分 布 密度 . 


2.1.2 全 概率 公式 及 其 积分 形式 


全 概率 公式 ” 若 正 概率 事件 序列 {A,),>: 满 足 
VA EF (>), UA.=0, ANA,.=G (zm), 


那么 ,对 任意 BEF, 有 - 
P(B) = 2)P(B | A,)P(CA,). 


我 们 可 以 直接 从 定义 验证 下 面 的 公式 . 
积分 形式 的 全 概率 公式 “ 设 随机 向 量 (6, 力 一 联合 密度 /xz,y), 则 对 于 任意 随机 事 
件 A 有 
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P(A) = [PA | 7 = fC) dy. 
特别 地 ,对 于 Borel 事件 体 的 任意 集合 (Borel 集 )A 有 
P(E1A) 三 P(E€A)= pe E417=y) 户 (>)dy。 
它们 都 是 后 面 将 论述 的 全 期 望 公式 的 特殊 情形 . 
2.1.3 Bayes 公式 及 其 积分 形式 
Bayes 公式 


一 PCB1A)PCA) 
ee P(B) 
积分 形式 的 Bayes 公式 
设 随机 向 量 (&, 力 一 联合 密度 f(z,y), 则 
fe = 1 Df 
f(r 17= 2) f(z) de 


2.1.4 ”多维 条 件 分 布 


设 随机 向 量 ( ,7 ) 一 联合 密度 f(x,y) ,那么 
f(xy) ， 
fr(y) 


fx lf ly=y) 
其 中 f,(y) = Jepar 是 7 的 (边缘 ) 分 布 . 


€ ， A B31 3 人 | 加 沙 .出 吉 接 半 y 
例 2.1 加 x( 人 人 "a 5 台 部 可 逆 , 则 直接 计算 可 以 


得 到 条 件 分 布 fe(x|1y) 是 正 态 分 布 N (Au 十 马 :35 0? 一刀) ,加 ,一 号 21 加 ). 
2.2 条 件 期 望 


2.2.1 随机 变量 在 另 一 个 随机 变量 取 定 值 时 的 数学 期 望 


在 7 一 y 条 件 下 .和 的 条 件 分 布 的 期 望 为 
(1) 若 (#,7) 为 离散 型 的 随机 向 量 , 则 
Dzrf lr,y) 


Fr 


E(€1n=y) = DzP(é=zr|y=y) 
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如 果 7 了 可 能 取 的 值 为 y ,ys，…,y;，…, 那 么 ,上 式 又 可 以 写 为 
Dzrf zr,y) 


E17=») 一 2 Tp 


i 


(2) 若 (#, 思 为 连续 型 的 随机 向 量 , 则 
[zf Gwar 


| ramdz 
可 见 , 在 条 件 y=y 下 的 条 件 期 望 E(&1y==y) 是 y 的 一 个 函数 ,我们 将 它 记 为 p(y). 


2.2.2 随机 变量 对 另 一 个 随机 变量 的 条 件 期 望 


我 们 用 随机 变量 p( 妃 来 统一 表达 在 刀 取 不 定 值 (随机 值 ) 时 ,的 条 件 期 望 ,并 将 它 记 
为 已 (引力 , 即 ECE|7 坚 p(7) ,其 中 PCy) 一 ECel7 一 y). 
于 是 E(&| 四 是 一 个 随机 变量 , 它 是 % 的 函数 , 即 

当 7 一 > 时 , 它 的 值 为 El7 一 y). 
所 以 ,EC| 力 称 为 关于 7 的 条 件 期 望 . 
人 A DB BD BS DB, Ey ~ 

例 2.2 uo)-n((e],(s 了 ma 人 电台 部 可逆 , 则 EC y=») 
为 条 件 分 布 fe(x1y) 的 期 望 ,也 就 是 正 态 分 布 N(ja 十 马 , 束 2 (7 一 ) , 马 一 互 : 歹 ? 可 ) 的 期 
望 . 故而 


E(£|17= y)= [rc | y)dz = 


下 (人 | 7 y) A + 3 Baily pe2). 


于 是 
E(€| 17) = p+ By— ps), 
它 是 7 的 线性 函数 . 
例 2.3 设 (#,7) 为 离散 型 随机 向 量 , 则 
Drf ls) Drf rs) 


oe Ee ji 
Ne 7 BD 


例 2.4 设 (6,7) 为 连续 型 随机 向 量 , 则 


ee [fGenDar 
Yr 
| rc,pdz 


(1) 条 件 期 望 的 含义 
随机 变量 5 关于 随机 变量 7 的 条 件 期 望 E(&|7) 满 足以 下 的 基本 性 质 : 
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(E.1) 随机 变量 和 关于 随机 变量 7 的 条 件 期 望 E(&| 四 ) 是 的 还 数 . 
(E. 2) 对 任意 Borel 集 A, 有 
E[IA(WDE(E | DD = E(é. TAN), 


其 中 
1 
Ii(x) = | 
0， 工 人 人 
是 集合 A 的 示 性 函数 . 
我 们 在 (#, 妃 一 联合 密度 f(x,y) 情 形 , 验 证 性 质 (E.2) 如 下 :(E.2) 的 左边 是 
[af Cesar 


[uwEce 17= f(y)dy= [a ee a 


二 [zf (zy)drdy = (E.2) 的 有 式 . 


此 外 ,概率 理论 证 明了 ,由 (E.1) 及 (E.2) 确 定 的 随机 变量 ,在 不 计 零 概率 事件 的 差别 
下 ,是 唯一 的 . 

注 上 面倒 述 的 是 在 (&,y) 为 连续 型 的 或 离散 型 的 情形 时 的 性 质 . 事实 上 ,对 于 一 般 
的 任意 随机 变量 (&,y) ,概率 理论 证 明了 : 只 要 随机 变量 的 数学 期 望 存在 ,那么 就 一 定 存 
在 随机 变量 7 的 某 个 函数 %(7) ,使 得 对 实数 Borel 集 A, 恒 有 

E(TAWDYID) 一 天 (E。T4(C7)). 
这 时 ,就 将 Jy() 定 义 为 随机 变量 & 关 于 随机 变量 的 条 件 期 望 ,并 仍旧 记 之 为 E(&|). 然 
而 这 样 的 定义 是 较为 抽象 的 ,一 般 很 难得 到 函数 y 的 表达 形式 . 

(E.1) 与 (E.2) 的 含义 为 : 已 (引力 是 这 样 一 个 随机 的 量 , 它 在 了 取 值 已 知 时 是 完全 确 
定 的 , 称 为 了 可 知 的 ,而 且 在 有 关 了 的 任意 一 个 随机 事件 {7EA} 上 看 , 它 的 平均 与 的 平 
均 是 相等 的 . 

条 件 期 望 已 ( 引 刀 是 一 个 随机 变量 ,其 直观 含义 为 : 将 随机 变量 7 看 成 固定 时 ,在 顾及 
随机 变量 与 随机 变量 7 间 的 联系 时 的 数学 期 望 . 

显 见 , 对 于 常数 c 有 

天 (Cc | 7 一- 

(2) 条 件 期 望 的 运算 规律 

条 件 期 望 的 重要 运算 规律 如 下 . 

定理 2.1( 全 期 望 公式 ) 

ECE(GE | D) = Eé. 
(只 需 在 (E. 2) 中 将 集合 A 取 为 实数 全 集 , 就 得 到 这 个 公式 ). 
在 应 用 中 的 计算 形式 ,实际 上 是 将 E& 表达 为 E(E(&|)). 最 常见 情形 是 ,随机 变量 7 
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具有 密度 函数 f,(y) 的 情形 ,此 时 全 期 望 公 式 就 是 
Eé€ = Fe | 7= y)f, (ydy. 


它 是 全 概率 公式 的 推广 . 因为 对 于 任意 随机 事件 A ,我 们 取 如 下 的 随机 变量 
€= TACo)， 
即 


人 若 随 机 事件 A 发 生 ， 


0， 若 随机 事件 A 未 发 生 . 
它 就 成 为 全 概率 公式 的 如 下 推广 形式 : 


P(A)(= Els = E(E(1s | D)) = [pa 17 = fC dy. 


无 论 是 在 理论 上 ,或 者 是 在 实用 中 ,这 两 个 公式 都 是 非常 有 用 的 . 

用 概率 理论 的 到 近 方法 ,对 于 任意 非 负 的 或 有 界 的 Borel 函数 h(z) 还 可 得 到 下 面 的 
结论 . 

定理 2.2 E(h(WDE(E|D)=E(h(DE. 

注意 ,表达 式 (E. 2) 是 它 的 特殊 情形 , 即 h(y) 二 L(y) 的 情形 . 

由 于 从 直观 看 ,h() 相 对 于 7 来 说 ,等 于 是 “常数 ", 所 以 有 下 面 的 结果 . 

定理 2.3 EhWED=hDE(ED. 

如 果 将 视 为 已 知 条 件 的 随机 变量 7 视 为 信息 源 ,那么 ,定理 2. 3 说 明 ,相对 于 信息 源 
为 可 知 的 随机 变量 /7) ,在 对 信息 源 取 条 件 期 望 时 ,可 以 当 作 常数 处 理 , 这 是 条 件 期 望 的 
最 重要 的 直观 性 质 , 在 化 简 条 件 期 望 时 极其 有 用 . 

例 2.5 设 » 是 可 能 取 值 为 yi,y:，…,y;，… 的 离散 随机 变量 . 对 于 任意 随机 变量 &， 
求 EC&|D. 

解 ” 如 果 一 个 随机 变量 8 为 5 可知 的 ,那么 它 在 {w: 7 二 yj)) 二 1,2,…) 上 必须 取 常 
数值 .所 以 ,随机 变量 已 (引力 在 {o: 7 二 y;} 上 应 取 某 个 常数 值 aj(j 二 1,2,…). 我 们 通过 全 
期 望 公式 来 确定 这 些 常 数 如 下 : 

ELS。 To ( 力 ] 一 ELEGS。 Tiy) (WD | DJ= EL (DE | DJ 
= aELI,) (7)] = ajP (y= y;). 
ELé* Ty (WD] 


Pe 一) 所 以 


故而 w 一 


EL[Lé. I4,; (WD] 
EC¢|nD= 2 -To 人， 


特别 地 ,车 $ 也 是 离散 随机 变量 , 且 其 可 能 取 值 为 ri ,zs，… ,zj,…, 则 有 
ELé° Ty (DJ]= EL: Te (Ty CD 
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DriP EE= z= ») ED zf ry). 
因此 


Drif (zisy)) 

E(#£ | = > Se 
这 正 是 例 2.3 中 得 到 的 表达 式 . 

例 2.6 设 A 是 随机 事件 , 则 其 示 性 函数 I4(w) 是 随机 变量 . 对 于 另 一 个 随机 变量 
< 有 
下 (6E。 Tue ) 

P(A®) 

证 明 ”因为 随机 变量 E(&|14) 为 I4 可 知 的 ,那么 它 在 A 上 应 取 常 数值 .所 以 EC&114) 

在 A 上 应 取 常 数值 , 记 此 值 为 a. 我们 通过 全 期 望 公 式 来 确定 a 如 下 : 
E(é° 1) = ELE(é° I4 | I)] = ECLECE| I)] = aEl, = aP(A). 


E(€| 4)= Ta(w) 十 


E(é€.» 1a) 
一 PC Tar (w). 


故而 有 
_ EC(é. 1) 
“一 一 PC 
Ne 
类 似 地 ,EC&|14) 在 A* 上 也 应 取 和 常数 ,这 个 值 为 a 二 一 全 


我 们 强调 ,这 里 的 可 以 是 离散 的 ,或 者 是 连续 型 的 ,还 可 以 是 更 为 一 般 的 随机 变量 . 
我 们 还 容易 由 定义 直接 验证 下 面 的 结论 . 
定理 2.4 若 随机 变量 与 7 相互 独立 , 则 条 件 期 望 

ECG | = Eé. 


2.2.3 关于 多 维 随机 变量 的 条 件 期 望 


类 似 地 ,我 们 仍然 有 : 随机 变量 关于 vd 维 随机 向 量 p 的 条 件 期 望 E(&1y) 是 一 个 
随机 变量 , 它 是 yp 的 函数 ( 即 (E.1)) ,而 且 满足 表达 式 (E. 2) : 对 于 任意 d 维 Borel 集 A， 
恒 有 

E(TAq EE| 1)) = EC (y)). 

而 类 似 的 结论 如 下 . 

定理 2. 1 (全 期 望 公式 ) 

ELE(é| ¥)1 一 Eé. 

定理 2.2” E(h(y EE|y))=E(h(y)S. 

定理 2.3” Elh(y)éy)=h(y EE). 

定理 2.4 ” 若 随机 向 量 $ 与 随机 向 量 ? 相互 独立 , 则 

E(f(€) | 1) 一 EFCe). 
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下 面 的 关系 重要 而 直观 . 
定理 2.5 
E(g(€.7) 17) = [Eg(€,y) 13)],-. 
当 g(z,y) 二 L(x)h(y) 时 ,定理 显然 成 立 .一 般 情 形 的 证 明 , 需 要 用 概率 论 中 的 典型 双 
近 方 法 ,本 书 从 略 . 
推论 2.6 当 随 机 向 量 & 与 随机 向 量 y 相互 独立 时 ,有 
El(g(€,7) 17) = LEg(€ ,yy. 
直观 地 我 们 还 可 以 接受 以 下 的 断言 . 
定理 2.7( 线 性 性 质 ) 
E((aé +BE) | y)=aE(t|y)+BE | y). 
从 条 件 期 望 的 直观 含义 ,我们 还 有 下 面 的 定理 . 
定理 2. 8( 平 滑 性 质 ) 
E(E(E | DD 1170 = E(t|D, 
E(E(€| 1,0) | = EE|D. 
最 后 ,由 于 关于 的 条 件 期 望 就 是 在 7 确定 时 的 预期 ,可 以 证 明 它 有 以 下 的 最 佳 近似 
性 质 : 
定理 2.9( 条 件 期 望 的 二 阶 矩 方法 ) 若 Eg(€)? 二 十 >, 则 
E[g(€)—E(g(€)|7)] = umin wuE[g(6) —h(p)]. 
证 明 因为 对 于 任意 Borel 函数 六 有 
EC([g(€)—E(g(€) 137)]LECe(CG) | 7)—h(y)]) 
=E[g(€)(E(g(€) | 7)—h(y))]— ELE(g(€) | 9) (ECg(€) | 7)—h(y))] 
=E[g(€)(E(g(€) | 7)—h(y))]— ELE(LE(g(€) | 7) —h(y)Js(€) | 7)] 
=E[g(€)E(g(€) | 7)]— ELg(é)h(7)]— ECLECg(E) | v7)g(€)] | y) 
— ELE([g(€)h(y)] 17)]=0, 
所 以 
ELg(€)—h(y)] = ELg(€)—E(g(€) | 7)] +ELE(g(€) | 7) —h(y)] 
+2E([g(€)—E(g(€) | 7)JLE(g(€) | 7) —h(y)]) 
= EL[g(€)—E(g(€) 17) +ELE(g(€) | 7)—h(y)] 
ELg(€)—E(g(€) | 1)]. 
这 个 定理 的 直观 含义 是 : 若 
zeE(g(€) 1y), reg(€), 
V 三 {9 的 一 切 Borel 函数 h(y) 生 成 的 闭 线性 空间 (包含 线性 空间 中 的 序列 的 均 方 极限 )}, 那 
么 ,= 是 zx 在 空间 V 上 的 投影 , 记 为 


时 


z= Prov (x). 


党 


见 图 2. 1. 
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潞 
Mo 
二 


图 2.1 方差 有 限 的 随机 变量 的 条 件 期 望 理解 为 投影 


2.2.4 方差 有 限 的 随机 变量 对 一 个 随机 变量 列 的 条 件 期 望 
若 E8: 一 十 co , 则 定义 
EC(€ | mh: k=1,2,.) EL’) lim EC | 7¥) ( 均 方 收敛 的 极限 )， 
其 中 . 
Un , 太 ，). 
2.2.5 期 望 有 限 的 随机 变量 对 随机 变量 族 的 条 件 期 望 


将 随机 变量 族 7 振 {7: 上 过 0} 中 任意 有 限 个 元 素 的 任意 有 界 连续 函数 复合 的 全 体 所 
组 成 的 集合 记 为 @(7) ,包含 B(7) 且 对 收敛 性 封闭 的 最 小 集合 记 为 B(7). B(7) 中 的 元 素 
是 随机 变量 , 称 为 信 -可 知 的 随机 变量 . 

如 果 期 望 有 限 的 (方差 可 以 无 限 ), 且 某 个 可知 的 随机 变量 & 满足 : 对 于 任意 可 
知 的 有 界 随 机 变量 5, 都 有 

E(é&t) = E(é), 
那么 ,我 们 将 定义 为 8 关于 信息 {%,t 宇 0} 的 条 件 期 望 , 即 
EC | n't 0) EE. 

可 以 证 明 , 如 此 定义 的 条 件 期 望 仍 满足 前 面 所 述 的 各 个 相应 的 定理 . 
“2.2.6 关于 事件 体 (c 代数 )F 的 条 件 期 望 


一 个 事件 体 隐 表示 一 个 信息 源 的 随机 事件 的 全 体 .关于 此 事件 体 的 随机 变量 ,也 称 为 
?F 可 知 的 随机 变量 . 
在 不 致 混淆 的 情形 下 ,将 全 体 可 知 的 随机 变量 也 记 为 . 


如 果 存 在 有 限期 望 ,而 且 ? 可 知 的 随机 变量 .使 得 对 于 任意 更 中 ?可知 的 有 界 随机 
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变量 5 ,都 满足 
E(tt) = ECe5)， 


那么 ,将 & 称 为 & 关于 事件 体 的 条 件 期 望 (在 不 计 零 概率 的 差异 下 , 它 也 是 完全 确定 
的 ) ,并 将 它 记 为 EC F). 即 
E(&1F) 是 F 可 知 的 随机 变量 ,而 且 对 于 任意 可 知 的 有 界 随机 变量 8 满足 : E(&6) 一 
E(E(é£|F)0). 
作为 特殊 情形 , 当 F 是 {w: t 宇 0) 生 成 的 事件 体 . 意 即 它 是 包含 所 有 形 如 {w: 1(w) 三 
Z)} (任意 :之 0, 任 意 实数 z) 的 事件 的 最 小 事件 体 , 则 由 定义 可 知 
E(§£|1F)= E(t|n:t> 0). 
这 与 2.2.5 节 中 的 定义 是 一 致 的 . 所 以 此 定义 是 前 面 所 有 的 定义 的 推广 . 
类 似 地 也 有 
(1) E(&|F) 对 & 具 有 线性 性 质 ,上 且 对 常数 c 有 E(clF)=c. 
(2) 若 wyEF( 即 对 于 任意 实数 zz, 样 本 点 集合 {w: yw) 三 x} EF), 则 
E(én | F)= 7E(E|F). 
即 对 于 信息 源 为 可 知 的 随机 变量 ,在 对 信息 源 取 条 件 期 望 时 可 以 当 作 常 数 处 理 . 
(3) 若 & 与 o 代数 了 相互 独立 ( 意 即 事件 体 了 中 的 任意 事件 都 与 随机 变量 独立 ), 则 
E(e| 3) = Eé. 
(4) (平滑 性 质 ) 若 另 有 一 个 事件 体 9, 满 足 : 
SGCCF 〈 即 9 比 F 小 )， 
那么 ,有 
ELE(£| F)|19= E(t|9, 
ELE(£|19|F3)= E(é|9. 
类 似 地 也 有 最 佳 近似 性 质 . 
例 2.7 车 7 二 {人 G,Q). 那 么 , 按 可 知性 的 定义 ,只 有 常数 才 是 可 知 的 . 可 见 E(&|F) 
应 该 是 常数 . 在 等 式 E(65) 一 E(65) 中 置 [==1, 便 得 E==Es, 故 而 
E(§| F)= Eé. 
例 2.8 若 F 由 一 个 随机 事件 A 所 生成 ,我 们 将 它 记 为 
F4={O,A,A' =0—A.N}, 
E(éIa) 


那么 ,对 其 可 知 的 随机 变量 必须 在 A 上 取 常数 ,而 在 A 上 取 的 常数 值 必须 为 PA) 


同样 ,在 4 上 也 取 常 数 ,上 其 值 必须 为 所 2 7 再 在 等 式 EC65) 一 下 (就 ) 中 ,分 别 取 
5 一 有 Co) 及 Ine (w) 便 得 到 
E(é1s) = E(éIs), 了 (ET ) 一 E(éIn). 
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故而 
E(é€| F4)= € = éla(w) + éla (w) 


E(éIn) E(éIan) 
PCAS T+(%) + POA') 
= EC(é | I)TaACw) + ECE | Iae) Ta Cw). 
例 2.9 若 F 由 两 个 随机 事件 A,B 所 生成 ,我 们 将 它 记 为 
FA 三 (人 ,0,A,4,B,B-,AB,AB-,A-B,A-B-,AB- U A‘B,(AB‘ U A‘B)'}. 
这 时 ,随机 事件 AB,AB",A“B,A“B" 构成 Q 的 一 个 划分 ( 互 不 相 容 且 其 并 集 为 2). 那 么 ， 
F4.8 可 知 的 随机 变量 必须 在 AB,AB',AB,A‘B" 上 分 别 取 常数 . 从 而 & 在 这 些 随机 事件 
上 应 分 别 取 常 数值 已 (ETas ) ,ECETagr ) ,ECSTwa),E(ETwac). 在 等 式 ES5) 一 EC25) 中 ,分 
别 取 5 为 Tas(Co) Taase Co) Tacs(o) Tacse Co) , 便 得 到 


ECE | F482)= 让 


Tac (w) 


ECé。« Incs) 
P(A‘B) 

本 Eee, 和 二 Lv di 
= E(€| Tag)Tas(w) + ECE | Tacs)Tacs(Co) 
+ Btel Ted toy BOE Tee: Tin Co), 

这 个 例子 可 以 直接 推广 到 由 有 限 个 事件 生成 的 事件 体 了 的 情形 . 

注意 ,在 以 上 的 表示 式 中 ,上 可 以 是 连续 型 的 ,可 以 是 更 为 一 般 的 . 

例 2.10 在 7 为 离散 型 随机 变量 时 ,可 以 将 ECS| 刀 看 成 E(e|F ) 的 特例 ,具体 过 程 如 下 : 

设 随 机 变量 了 的 可 能 值 为 yi,y ,…,W,…', 于 是 事件 组 

Ai 兰 (o: Tw) = y} O 一 1,2，…) 

构成 Q 的 一 个 划分 . 将 它们 生成 的 事件 体 记 为 ,那么 ,仿照 例 2.7 就 可 以 得 到 
ECél,s,) Cw)) 


Tas (w) 十 Jacs(ow) 


E(E|1 2)= 2， Two) 
” 人 PRG7 一 坟 全 外 
ECerly) CD) 
一 -> ee Ty (nD. 


由 例 2. 5 可 以 知道 它 就 是 EC&|). 


习题 2 


bo Re 独立 同 分 布 ,其 分 布 为 一 各 二 二 二 ,50 一 0 
gq 


E(S;s|S; ) 的 分 布 列 ,并 证 明 E(S,+11S,) 一 S, 十 (p 一 gq). 
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2. 设 5 一 Exph ,给 定 c 二 0, 求 在 E>c 条 件 下 ,& 的 条 件 分 布 密度 . 
3. 若 随 机 变量 X 与 Y 相互 独 立 , 且 分 别 服 从 参数 为 4 与 的 指数 分 布 .定义 随机 
变量 
i 当 交 Ys 
Z= 
0， 当 XY. 


(1) 求 条 件 概率 密度 fxr(Czly); 
(2) 求 Z 的 分 布 列 和 数学 期 望 . 
4. 设 1~U[L0,1], 记 


k=0 


(1) 求 及 的 分 布 ; 

(2) 给 定 三 1/2 下 ,六 的 条 件 分 布 律 . 

5. 设 随 机 变量 X 服从 [0,1] 上 的 均匀 分 布 ,而 在 随机 变量 X=z 条 件 下 ,随机 变量 Y 
的 条 件 分 布 为 N (zx,z?). 

(1) 求 EY,var(Y) ,cov(X,Y). 


(2) 证 明 随机 变量 六 与 X 独立 . 


6. 设 随 机 变量 X 服从 [0,1] 上 的 均匀 分 布 ,而 在 随机 变量 X= 工 条 件 下 ,随机 变量 Y 
的 条 件 分 布 为 二 项 分 布 B(n.z). 

(1) 求 EY,var(Y). 

(2) 求 随机 变量 Y 的 分 布 . 

7. 设 随机 变量 X 服从 TC(a,4) 分 布 ,而 在 随机 变量 X=z 条 件 下 ,随机 变量 Y 的 条 件 
分 布 为 Poisson,. 

(1) 求 EY,var(Y). 

(2) 求 随机 变量 Y 的 分 布 . 

8. 设 随机 变量 X 服从 TT(a,) 分 布 ,而 在 随机 变量 X=x 条 件 下 ,随机 变量 N 的 条 件 分 
布 为 Poisson, ,又 在 随机 变量 N==n 的 条 件 下 . 随机 变量 Y 的 条 件 分 布 为 二 项 分 布 BGn,p). 

(1) 证 明 var(Y) 王 EX 十 var(X). 

(2) 求 随 机 变量 Y 的 分 布 . 


3.1 随机 徘徊 


3.1.1 简单 随机 徘徊 


定义 3.1 在 一 个 初始 随机 变量 名 上 ,加 上 一 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 列 {7 ,k 宇 0} 
的 部 分 和 ,得 到 的 随机 变量 列 {&,), 即 


& = DY,, kay 
k=1 
称 为 随机 徘徊 ,其 中 5 称 为 初始 位 置 . 
定义 3.2 ”如果 随机 徘徊 中 的 随机 变量 Y; 只 取 1 与 一 1 两 个 值 , 即 
Pl(Y;=1)=p, P(Y, =—1)=g 时 1—p, 
而 且 乌 只 取 整 数 ,那么 ,{&,} 称 为 简单 随机 徘徊 . 这 里 和 表示 一 个 粒子 从 随机 位 置 &。 出 
发 ,每 次 分 别 以 概率 p 或 .向 右 或 向 左 走 一 格 . 一 去 的 情况 称 为 对 称 简单 随机 徘徊 . 易 
见 , 对 于 任意 整数 i,j 及 $6 二 0 有 


轧 ，J 一 1 十 1， 
pyeP(&n 一 7 和 一 但 | ls 
0， 其 他 ， 


a 车 三 | j |, 且 与 ; 奇偶 同 ， 
0. 其 他 情形 ， 
此 外 对 乌 =: 还 有 

pePCS, =j16 = 7) 

/Cp 和 一 p 车 ， 若 nn 之 |j 一 i|, 且 n 与 j 一 i 奇偶 同 ， 
0， 其 他 情形 . 
对 称 简单 随机 徘徊 是 常 返 的 , 即 对 于 任意 整数 i 有 
己 (存在 2 二 1 使 所 一 丰 | 名 一 门 一 1. 

(1) 简单 随机 徘徊 的 联合 分 布 
对 于 m 室 n 有 


3.1 随机 徘徊 ES 


卫 ( =r,é, = 5s)= P(é, =r,é,—6& = s—r7r) 
二 C 字 p 宝 (1 玉宇。 Cp (= 2 
对 于 训 过 ns 二 … 二 nm ,类 似 地 有 
PO, := 66 = = 


一 csera — pu 区 nM 一 71 or (ma 一 ml 十 % se 外 
(2) 简单 随机 徘徊 的 均值 ,方差 以 及 协 方差 . 
初始 位 置 为 固定 值 zx 的 简单 随机 徘徊 记 为 
各 兰 z 十 员 十 到 十 … 十 了 (3.2) 
我 们 有 


本 本 z+nEY. np= os 
var(&) = nvar(Y;) = 4npg. 
特别 地 ,对 于 从 原点 出 发 的 对 称 简单 随机 徘徊 有 
Eé =0, var( 总 ) 一 11。 


当 n 二 m 时 ,由 于 
E(& 6)= EL(z 二 六 十 Yi 十 十 Y,)《z 十 Yi 十 Ys 十 … 十 Y,)] 


Tzm++n)(p—g) DY DEC 


i=1 j=1 


SEcY?) | 六 六 Ecor)EC) 
i=1 


i=1 j=1 
ii 


+rmt+n lp—a 


= Zz 二 zm 二 +n)(p—q) +n+ [mm OO—nj(p— gq)’. 


故 协 方差 
cov(& ,6 )= E(& 65)— EEEés 
Timtm po—g) tntnm— 1)(p— gq) 
[z+n(p—gq)Jjlz+i+m(p—g)] 
=n—n(p—g)’ = 4npg. 
所 以 ,对 于 任意 的 n,m, 就 有 


cov(& ,5) = 4(n MN mpg, 
其 中 


nN memin{n,m). (3.3) 


3.1.2 博弈 输 光 模型 
设 甲乙 两 人 博 采 ,每 次 1 元 ,直至 其 中 一 人 输 光 为 止 . 设 在 时 刻 0 甲 有 初始 资金 a 元 ， 
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乙 有 初始 资金 5 元 . 假定 每 次 博 采 时 , 甲 赢 的 概率 是 户 ,而 乙 赢 的 概率 是 9 一 1 一 户 ,而 且 各 
局 的 进行 是 彼此 独立 的 ,规定 不 欠 不 借 , 博 采 一 直到 甲乙 中 有 一 人 输 光 才 结束 . 求 甲 输 光 
的 概率 p。 和 乙 输 光 的 概率 g,. 
由 全 概率 公式 , 甲 输 光 的 概率 ps 应 满足 如 下 的 递 推 关系 
bs = pponi tt gpei. 
这 是 一 个 常 系数 的 二 阶 差分 方程 ,并 且 满 足 两 个 边界 条 件 : 
加 一 1， pars = 0. 
对 a 归纳 地 可 以 求 得 这 个 差分 方程 的 解 为 


由 此 可 见 有 
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3.2.1 蒜 列 与 常见 的 例子 


定义 3.3 一 个 随机 序列 {7, : n 宇 0} 可 以 作为 一 系列 “历史 事件 ”的 参照 信息 .我 们 将 

它 简单 地 记 为 
7 至 { 友 :用 了 

于 是 ,随机 变量 集合 @(?,)( 记 号 参见 2. 2. 5 节 ) 代 表 n- 前 有 用 信息 , 称 为 n 前 的 历史 . 随 
机 变量 $ 称 为 9, 可 知 的 ,如 果 sE @B(y,). 

定义 3.4 ”随机 序列 {&: n 宇 0) 称 为 (n) 可 知 的 ,或 者 (%) 适 应 的 ,如 果 对 于 任意 m， 
都 是 yy 可 知 的 . 

注 ”请 务必 分 清 本 书 中 所 使 用 的 记号 的 差别 ,n 是 指 一 个 随机 变量 ,代表 “现在 的 ” 
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信息 . 而 黑体 的 %, 则 表示 一 段 随机 变量 列 {7. : m 硅 n) ,代表 “现在 及 以 前 的 历史 ”信息 . 
在 讨论 蒜 列 ,或 以 后 的 蒜 的 时 候 , 凡 是 论 及 两 个 随机 变量 的 相等 ,一 律 理解 为 概率 为 
1 地 相等 . 也 就 是 说 ,我 们 从 不 区 分 两 个 概率 为 1 地 相等 的 随机 变量 . 
定义 3.5 期 望 值 有 限 的 随机 序列 {7. : n 宇 0) ,如 果 满 足 : 对 于 任意 m 都 有 
EC | 9,) = nh, 
则 称 为 蒜 列 . 另 一 个 期 望 值 有 限 的 随机 序列 {5 : n 宇 0} ,如 果 满 足 {} 是 (wy ) 可 知 的 , 且 对 
于 任意 mm 都 有 


E(&+m | YD) =&， 

则 称 为 (y,) 拷 列 . 由 条 件 期 望 的 性 质 容易 看 出 , 若 是 (7% ) 拷 列 , 则 它 也 是 鞠 列 . 

如 果 上 面 式 子 中 的 “二 ”分 别 改 为 “三 ”或 “二”, 则 对 应 的 随机 序列 分 别称 为 下 著 列 ,或 
上 拷 列 . 

命题 3.1 下 面 两 个 叙述 彼此 等 价 : 

(1) 对 于 任意 nm EE +n|D) =6. 

(2) 对 于 任意 ,E541 1%) 二 生 , 即 馈 为 (y,) 园 列 . 

证 明 ”对 m 作 归纳 法 ,由 条 件 期 望 的 平滑 性 质 得 到 

EC&imn |D) = EC(E(S mn | 了) 1D) = ESn | 也) =$. 

我 们 来 分 析 蒜 列 这 个 模型 的 直观 含义 . 设 % 是 拷 列 .假定 某 人 在 时 刻 nn 持 有 本 金 7， 
并 参加 对 弈 .那么 ,在 下 一 时 刻 2 十 1, 他 的 资金 , ,是 随机 的 .但 是 ,应 用 条 件 期 望 的 平滑 
性 质 ,在 “最 近 ” 的 历史 资金 7 已 知 条 件 下 , 它 在 下 一 时 刻 ”十 1 的 条 件 期 望 EC7 ,13 ) 是 

巨 (7 | 她) 一 EE | D1) = En | DD) 一 也 

这 说 明 在 7, 已 知 的 条 件 下 ,下 一 时 刻 n 十 1 的 收益 的 条 件 平均 与 现 有 的 本 金 % 恰好 相 
等 .故而 这 样 的 博弈 (平均 地 ) 是 公平 的 . 因此 , 鞭 列 表示 一 个 平均 趋势 公平 发 展 的 博弈 的 
本 金 变 化 的 随机 序列 . 而 下 款 列 则 表示 按 平均 趋势 必 赢 的 博弈 . 上 款 列 则 表示 按 平均 趋势 
必 输 的 博弈 . 

例 3. 1( 随 机 徘徊 ) 了 一 “十 名 十 名 十 … 十 和 ,1 和 } 是 独立 同 分 布 随机 列 , 且 E6; 一 0. 于 
是 刀 是 随机 徘徊 . 按 定义 容易 验证 它 是 款 列 . 

证 明 

EQ [Dy) = +ESn | = 
例 3.2 5 竺 E(&|y) 是 (7) 拷 列 . 
例 3.3 ”如果 随机 列 {5 } 为 (7.) 可 知 的 ,定义 


名 一 名 一 2) [En | 好) 一 5]， 


则 {5% } 为 (7 ) 款 列 .55 是 由 所 相继 地 减 去 它 与 鞭 列 的 差 的 波动 而 得 到 的 ,直观 地 看 , 它 应 
该 就 是 款 列 .事实 上 
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EC&n | nD)= En | 了) 一 >) (ELE | n) | D1— EG | 了)) 
k=0 
= E&n 3) 一 2) (EC(&n |n)—é) 
k=0 


nl 
一 名 一 En 1%) 一 ) 一 所. 
例 3. 4( 随 机 徘徊 的 平方 可 积 款 列 ) 在 例 3.1 中 ,如 果 还 有 E&? 二 =e 过 十 ,我 们 定义 
所 一 孚 一 var( 了 ) 一 及 一 202， 
那么 , {5 : 7 过 1) 为 (名 ) 款 列 . 
证 明 记 
6 = {6 6}. 
那么 ,六 为 (6,) 可 知 的 . 因为 所 1 与 名 独立 ,所 以 
Eé, = 0， var(7,) 一 ng’, 
El(é&n |&) = Eén =0, E(&n |&) = Etéin = 0. 
于 是 
EC | 入) 一 下 一 EC(n t+én): | 有) 一 天 
二 [天 十 2E(C(C7SeHD) | 入) 十 一 于 = 2nE(&n | 各) +o 一 史 . 


由 此 得 到 


EC&n | 各) 一 下 (天 ，| 且 ) 一 (十 1)o = ko! 一 所. 
故而 {6} 是 () 拷 列 . 
例 3.5( 随 机 利率 ) 设 {6) 是 (w,) 可 知 的 非 负 随机 序列 . 对 ,三 {7,，…, 驴 ) ,车 随 
机 利率 序列 {8,} 也 是 (7 ) 可 知 的 , 且 满 足 条 件 连续 利率 增长 关系 
El(&n | 9,) = eré,. 
将 时 刻 n 的 资金 5 在 开始 时 刻 的 折 现 的 价值 记 为 5,, 即 
b= tt. 
那么 (5,) 为 (7,) 团 列 . 
证 明 
EC(&n | D9,) = EEE | DD) 一 总 
例 3.6( 指 数 鞠 列 ) 在 例 3. 1 中 令 
站 5 
所 = 是 志 ， 
则 (5,) 为 (&,) 拷 列 . 
证 明 记名 一人 名 :5 :5 由 名 + 与 名 的 独立 性 得 到 
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ECbn 1&) — bh ForsECen | 名) 一 名。 


例 3.7( 分 支 鞭 列 ) 设 开始 时 刻 有 一 个 细胞 ( 称 为 第 0 代 ) , 它 在 下 一 个 整数 时 刻 分 
裂 为 第 一 代 的 细胞 后 随即 死亡 ,各 个 新 细胞 又 按 相同 的 规律 独立 地 在 下 一 个 整数 时 刻 再 
进行 同样 方式 的 分 裂 .将 第 代 的 第 k 个 细胞 分 裂 的 个 数 记 为 了 ，, 它 是 一 个 随机 变量 ， 
对 于 不 全 相同 的 k,n 而 言 ,? ，, 们 是 独立 同 分 布 的 ,假定 它们 有 有 限 的 期 望 / 将 经 过 第 
代 分 裂 后 得 到 的 细胞 总 数 记 为 $. 于 是 

名 一 1， 


名 一 1， 名 一 ,1 在 ,2 二 村 .se 并 
那么 | 号 | 是 {8.) 加 列 
证 明 由 各 代 之 间 以 及 同一 代 的 各 个 个 体 间 的 独立 性 ,有 


BE 人 (全 | .= ss | | 
[4 


-2 也 ,s - 了 ia 
4 
1 ~ a | 
E i 
六 名 Ai 


可 见 结论 成 立 . 
例 3.8( 似 然 比 序列 ) 设 {5) 为 独立 同 分 布 列 , 具 有 分 布 密度 f. 如 果 g 为 另 一 个 随 
机 变量 的 分 布 密度 ,那么 样本 序列 关于 此 两 个 分 布 密度 的 似 然 比 


aef TT g(&) 
i fCé&) 
是 (6 ) 款 列 . 
证 明 因为 
E (se)) ED)de 1， 
所 以 


s(&,) f(&) 
Eln, | & ,6,61) = mE (SE 1& ,= mE (A ] Da 


3.2.2 著 列 的 停 时 与 选 样 定理 


(1) 停 时 
命题 3.2 设 {5 }) 为 (7 ) 蒜 列 , 则 E&, 一 E&. 
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证 明 用 全 期 望 公式 便 得 到 
Eé,n = ELE(&,n | 9.)] = Eé,. 
定义 3.6 一 个 可 以 取 值 十 的 非 负 整 值 随机 时 刻 +, 称 为 关于 {7) 的 停 时 (简称 
{y,} 停 时 ) ,如 果 t 在 n 时 发 生 与 否 ,只 依赖 于 {w,) 的 历史 记录 二 {7%,，…,)， 即 复合 
随机 变量 I (7) 是 % 可 知 的 ,其 中 


1l, t=n, 
Ts (t) = 
0， 上 天 7 


停 时 的 直观 含义 ”博弈 的 参与 者 ,常常 根据 他 事先 设计 好 的 规则 ,在 每 一 个 时 刻 决定 
继续 还 是 退出 (典型 的 规则 有 , 输 完 本 钱 时 退出 ,输赢 超过 本 钱 的 80% 时 退出 等 ). 这 些 事 
先 设计 好 的 时 刻 ,实际 上 都 是 随机 的 .所 以 ,根据 这 些 事先 设计 好 的 随机 时 刻 退 出 时 ,基本 
事件 的 如 下 集合 : {在 时 刻 n 退出) 就 是 一 个 随机 事件 ,由 博弈 者 在 时 刻 与 时 刻 n 以 前 
的 累计 得 失 的 历史 记录 可 以 完全 确定 . 因此 ,这 些 设计 好 的 随机 时 刻 都 是 停 时 . 

从 停 时 的 直观 含义 ,不 难 建立 以 下 的 命题 . 

命题 3.3 常数 nn 是 (7) 停 时 ; 又 如 果 r,o 都 是 {%) 停 时 ,n 三 0, 则 

rA 人 Ac 一 min{r,o} 
是 (3 } 停 时 ,因此 rAz 也 是 停 时 . 
(2) 随机 序列 {5, } 在 停 时 = 上 的 取 值 
在 作 一 次 试验 得 到 一 个 基本 事件 w 后 ， 随机 序列 {6&,} 就 相应 i 
{5(w)). 假 定 t 是 一 个 只 取 有 限 值 的 停 时 ,那么 < 一 rw) 就 是 该 基本 事件 确定 后 的 一 
确切 时 刻 .我 们 可 以 自然 地 将 随机 序列 {&) 在 停 时 r 上 的 取 值 理解 为 
三 让 

(3) 选 样 定理 (option theorem) 

etapa td 是 蒜 论 中 著名 的 Doob 停止 定理 的 较为 简单 的 部 
分 . 它 说 明 对 于 一 个 公平 的 博弈 , 即 对 于 一 个 公平 博弈 ,在 某 一 类 较为 规范 的 停 时 上 的 受 
Se 即 如 果 博 弈 者 在 这 类 停 时 上 退出 ,其 所 得 关于 不 同 的 w 取 的 平 
均 ,与 博弈 开始 时 的 平均 资金 仍然 是 一 样 的 . 

如 上 所 述 , 典 型 的 停 时 是 参加 博弈 的 人 给 自己 预先 制定 的 退出 博弈 的 时 间 r. 例如 ， 
他 的 资金 达到 1000 元 的 时 刻 (车 在 时 刻 n, 他 有 元 ,那么 ,rt 就 是 &, 首 达 1000 的 时 刻 . 
如 果 对 于 某 种 情况 ( 即 某 个 基本 事件 w) ,他 的 资金 永远 达 不 到 1000 元 ,那么 ,此 时 的 zr(w) 
就 是 十 cc. 这 就 同时 说 明了 对 于 一 般 的 停 时 , 取 值 十 > 是 完全 可 能 的 ). 

用 一 个 园 列 所 描述 的 博弈 是 公平 的 , 即 对 于 任意 nn 均 有 Eé, 二 Es&. 那么 在 任意 停 时 + 
上 是 否 也 有 Eé&. 二 E&。 呢 ? 

这 个 结论 一 般 并 不 一 定 成 立 . 例如 ,如 果 {&} 是 满足 所 ==1 的 对 称 简单 随机 徘徊 ,车 
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停 时 + 为 首 达 2 的 时 刻 . 由 于 对 称 简单 随机 徘徊 {和 } 可 以 取 负 值 ,这 就 相当 于 容许 参加 博 
弈 的 人 从 钱 . 然而 ,由 于 每 次 输赢 的 概率 都 是 二 ,就 可 以 通过 直接 计算 验证 停 时 xz 是 有 限 


的 , 即 P(r 二 十 吕 )==1. 注意 , 按 定义 二 2, 我 人 有 Eto 王 1,E8- 一 2. 即 博弈 人 在 时 刻 r 停 
止 的 策略 是 稳 赢 1 元 的 策略 ,因此 它 显 然 不 是 公平 策略 ,这 里 产生 不 公平 性 的 原因 在 于 : 
让 参加 博弈 的 人 不 加 限制 地 欠 钱 是 一 个 对 于 他 过 分 倾斜 的 有 利 的 条 件 , 这 对 于 他 的 博弈 
对 手 是 很 不 公平 的 . 由 此 看 来 ,要 满足 已 6.= 忆 So ,就 必须 对 停 时 = 有 所 限制 .下 面 的 定理 
给 出 了 常见 的 充分 条 件 ,直观 地 就 是 在 停 时 上 平均 出 现 的 输赢 是 公平 的 . 

定理 3. 4( 选 样 定理 ) 设 5 (xz 过 0) 是 款 列 . 而 rz 是 一 个 取 有 限 值 的 145 ) 停 时 ,而 且 


满足 

(1) tr 是 有 界 停 时 . 
或 更 一 般 地 

(2) & 的 期 望 有 限 , 且 lim E(IS,| 。 Ten )=0. 
那么 ,有 


Eé. = Eé,. 
这 里 的 假定 lim EC 1。 Te>w ) 一 0, 完 全 是 一 个 纯粹 技术 性 的 数学 条 件 . 
证 明 先 假定 = 有 界 , 即 假定 rm. 因为 是 { 和 6)} 停 时 ,所 以 随机 事件 {rz 二 A) 一 {zr 乏 
& 一 1 是 由 名 -5 的 信息 确定 的 , 故 Te 是 (6- 55) 可 知 的 .于 是 
EL[(& — S62) Ts | 和 5] = TEL[(S 一 和 ) | 8- 6] = 0. 
由 此 得 到 


EC(é:—&)= 2 EL —&)1] = DE[2 és — él;] 
j=1 j=1 k=1 


= DE[(G& —&) 2 1] = DEL —&-) 1] = 0. 
k=1 j=k k=1 


对 于 一 般 的 r. 南 玫 二 二 而 也 是 {5) 停 时 .而 且 是 有 界 的 ,故而 有 E8. 一 E6o. 从 而 
可 以 利用 假定 推出 
Ef: = Et I= EL —6) on] S| EG tl] EC Tsn) | 


a 


其 中 前 一 项 趋 于 0 是 由 于 假定 & 的 期 望 有 限 ,而 后 一 项 趋 于 0 是 因为 假定 了 lim_E( 1 和 |。 
Tc) 一 0. 最 后 ,就 得 到 Eé&.= 二 Eé&。. 

选 样 定理 告诉 我 们 ,对 于 一 个 按 趋势 平均 公平 的 博弈 , 它 在 “公平 的 停 时 ”上 也 反映 了 
按 趋势 平均 公平 的 性 质 . 
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3.2.3 蒜 列 的 选 样 定理 的 应 用 


款 列 方法 与 选 样 定理 在 应 用 中 的 典型 例子 是 博弈 输 光 问题 . 

例 3. 9( 输 光 问 题 再 访 ) ”我们 用 蒜 列 的 选 样 定理 ,重新 求 甲 输 光 的 概率 p, 与 乙 输 光 
的 概率 q, ,并 求 此 种 博弈 的 平均 持续 时 间 . 

将 在 时 刻 n 时 甲 拥有 的 资金 记 为 各. 输 光 问题 实际 上 是 一 个 简单 随机 徘徊 ,有 两 个 吸 
收 壁 (含义 为 : 随机 徘徊 一 旦 到 了 吸收 壁 ,以 后 就 停止 在 该 处 ): 0 与 a 十 b( 从 甲 的 立场 看 ， 
甲 输 光 对 应 于 资金 停止 在 0 上 , 即 被 0 吸收 ,而 乙 输 光 对 应 于 被 < 十 上 吸收 ). 需要 计算 的 
是 被 其 中 的 一 个 吸收 的 概率 . 今 {5) 为 简单 随机 徘徊 : 


—1 1 
一 a 二 六 十 吏 十 司 十 ,sfY: 之 0) 独立 同 分 布 , 且 Y 一 | 外 
qa 


tr 二 infftn: & 二 0 或 6 = 二 a 十 6) (inf 亿 ( 空 集 ) 苦 十 co)， 
于 是 


b= P(t 0 = P(E =oTFoD + 二] 
为 了 利用 款 列 方法 计算 p。 ,我 们 区 分 如 下 两 种 情形 : 


(1) 对 称 情形 : p 一 去 ,名 } 是 轩 列 . 
事实 上 


E(&n | 6& sb) = p(t+1)+g(s,—1)= 6, 
所 以 {6} 是 蒜 列 . 这 时 从 直观 可 以 验证 r 过 十 cc. 所 以 
E(| & | Tr) < (a hEI.>, = (a+b)P(r> n)— 0. 
从 而 由 定理 3.4 推出 


Eé. = Eé, = a. 
另 一 方面 
Eé. 一 0。P( 和 一 0) 十 (ea 十 0) 忆 一 4 十 0) = (atb)g,. 
这 说 明 
__a 
BT ato’ 
这 是 乙 输 光 的 概率 . 进而 
= = 了 人 


我 们 继续 求 此 时 博弈 的 平均 持续 时 间 已 (zl 名 一 a). 对 此 将 利用 其 平方 可 积 款 列 : 
刀 反刍 一 mvar(Yi) 一 名 一 7 
这 是 例 3. 3 的 特殊 情形 . 但 是 ,因为 这 种 情形 非常 简单 ,我 们 不 妨 直接 验证 如 下 : 
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Em [ome Een | Ea (z+ 
三 p( 二 1 十 gq( 和 一 ?一 (十 1) 二 名 一 n 二 坊 ， 
这 就 验证 了 {7 ) 是 (5 ) 拷 列 .对 于 rt 二 inf{fn: 名 一 0 或 名 一 < 十 ,直观 地 ,有 Er 一 十 co( 事 
实 上 ,假定 入 是 以 0 与 a 十 5 为 反射 壁 的 反射 随机 徘徊 ,那么 & 是 正常 返 的 . 记 工 一 
inf{n: 二 0 或 ,=a 十 0} ,那么 ,ET<< 十 co. 故而 Er< ET< 十 co). 由 
17 | 秋 (o 十 0 十 m (rz< 十 co) 


及 
El(nl.>s) 一 尼 (rT ~) 一 0 (2 一 十 co) 
推出 
Jim EC| 了 | Ty) = 0. 
用 定理 3. 4 就 得 到 
Ey. = Er, = a’. 
即 
a = Eé:—Er=0°pst(at+b)’g,— Er = (a+ba— Er. 
由 此 得 到 博弈 的 平均 持续 时 间 
Er = ab. 
(2) p>q 情形 . 记 1=p 一 gq>0. 


此 时 oH<1. 这 时 是 不 公平 的 博弈 , 甲 方 赢 的 概率 大 . 为 了 计算 p。 ,gs ,定义 


我 们 验证 {6,) 是 (&,) 堵 .事实 上 
€H1 (+ (5 一 D) 
Ec lt ES) 1.4]= 2 (2) +a(2) 
= 证 访 
人 = 
类 似 地 ,对 于 r=inf{n: = 二 0 或 乞 =a 十 b), 也 有 lim EC1&,114e>w ) 二 0. 再 用 定理 3. 4, 就 
得 到 


Er, = Et, = (=) 
另 一 方面 , 按 定义 我 们 还 有 


把 它 代 入 前 一 式 , 就 可 以 解 出 
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i 
ae 让 
注 类 似 地 ,如 果 将 简单 随机 徘徊 的 初始 出 发 点 改 为 名 =0, 并 定义 
t[—a,b] = inf{é, a 或 &, 二 5}， 
parqs 如 (x ) 式 所 示 , 那 么 仍 有 
P(CEt oO =—a) = ps, Pléro = 60) = gq. 
为 了 求 此 不 公平 博弈 的 平均 持续 时 间 ,我 们 定义 
X, = 6 — np. 


ps 


它 满足 
ECXsn | 和) 一 En | & ,hy) — (n+ Dp 
三 pl 十 1) 二 gq 一 1) 一 (n+lp= X,, 


即 {X,} 是 (&,) 拷 列 . 类似 地 ,可 以 验证 lim E( |X,| Te>w) 一 0. 同样 ,由 定理 3.4 推出 EX, = 


EX。, 即 
—aps tt bgs — pEr = 0. 
故而 有 


Er = 二 Ca pe 
下 面 我 们 假定 名 =0. 记 名 首 达 1 的 时 刻 为 = .我 们 来 计算 En. 


{5} 停 时 mm 并 不 “规范 ”, 即 它 并 不 满足 定理 3.4 的 假设 条 件 , 因 此 ,Er 不 能 如 上 面 


那样 直接 求 ,而 需要 通过 极限 过 渡 . 为 此 令 
rw 一 inf{ 二 一 N 或 &, = 1)， 
它 也 是 {6}) 停 时 . 可 以 验证 lim EC(|X， 17 won>w ) 一 0. 于 是 由 定理 3. 4 得 到 


En = EX。， 
即 
— Npnt+1°* (1— pn)—yEr-n,y 一 0， 
其 中 
pn 三 P(X ni 一 一 入). 
可 见 


(# ) (2 N+1 
Bet-id = 二 [1 一 CN 十 Da] 二 1 一 (CN 十 D) ~z p | 


所 以 ,有 
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Er — lim Ercwa 一 -5 
(3) pq 情形 ,与 (2) 完 全 类 似 . 
可 见 , 选 样 定理 对 于 研究 对 称 简单 随机 徘徊 的 首 达 时 ,是 一 个 重要 的 数学 工具 . 


“3.2.4 一 般 Doob 停止 定理 的 叙述 


一 般 的 Doob 停止 定理 ,虽然 其 直观 含义 仍然 是 很 清楚 的 ,但 是 其 确切 叙述 与 数学 假 
定 都 较为 复杂 .我们 在 此 只 作 一 些 提纲 式 的 介绍 .读者 完全 可 以 跳 过 它们 不 读 . 有 兴趣 的 
读者 还 可 以 查阅 较 高 水 平 的 随机 过 程 教科 书 . 
(1) 对 于 任意 {%) 停 时 t,t 前 事件 体 应 该 理解 为 ,在 +t 时刻 前 “可 以 看 到 的 "(掌握 其 
信息 的 ) 随 机 事件 全 体 . 将 它 记 为 ,那么 
F. 兰 {(A: 对 于 任意 ”… 示 性 函数 Tani<。 是 yy, 可 知 的 }. 
(2) 如 果 ( 和 名: n 宇 0) 是 (7% ) 拷 列 , 且 存 在 p1 使 下 | 名 | 对 于 2 有 界 , 则 
to Elim 
概率 为 1 地 存在 , 且 对 于 任意 {7,} 停 时 ra, 只 要 r>c, 就 有 条 件 期 望 
EC(é: | 2 一 名- 
(3) 如 果 (6,: ?人 0) 是 (7 ) 蒜 列 , 则 对 于 任意 有 界 的 {7,} 停 时 ro, 只 要 tr 二 o, 就 有 条 
件 期 望 
BC | F.) =&. 
(4) 如 果 (6: n 宇 0) 是 (7) 拷 列 , 则 对 于 任意 {w,) 停 时 工 ,(&n,: n 宇 0) 是 (wy,,) 鞠 列 . 
且 进 一 步 可 以 得 到 更 强 的 数学 结论 :(&., : n 宇 0) 是 (7 ) 拷 列 . 


3.2.5 下 蒜 列 的 Doob 分 解 


命题 3. 5( 下 款 列 的 Doob 分 解 ) 设 {5) 是 (7) 下 款 列 , 则 存在 唯一 的 (7,) 拷 列 M,， 
满足 : 

(1) 初 值 M 一 所 . 

(2) 对 于 刀 尘 { ,及 ,上 存在 (7 _，) 可 知 的 (也 称 为 (7 ) 可 料 的 ) 递 增 随机 序列 
A,, 使 A 二 0, 且 

5 = M,+A,. 
证 明 先 证 明 存在 性 . 令 
Ai = 0 A = [EC 17)—&] n>2) 

由 此 定义 得 到 随机 序列 {A,} 是 (7 ,) 可 知 的 .用 下 蒜 性 得 到 {A,} 是 递增 的 . 再 令 
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ml 
Mi 一 后， M, 一 5 一 之 [EGG | 好 ) 一 &] (>2), 
那么 ,容易 验证 它 是 鞭 列 . 
再 证 明 唯 一 性 . 设 另 有 一 个 符合 条 件 的 分 解 扣 一 M: 十 A4 ,那么 款 列 
M,—M,= A’—A, 
应 该 是 (7，, ) 可 知 的 . 所 以 
M,—M,= EL[(M,—M) | y= M1—M i= = M—M=0. 


3.3 连续 时 间 参 数 的 蒜 


3.3.1 连续 时 间 参 数 的 随机 事件 的 历史 参照 与 连续 时 间 参 数 的 蒜 


定义 3.7 用 一 个 随机 过 程 {7 : t 宇 0} 作 为 整个 “历史 事件 ”的 参照 . 令 
也 兰 {7 : :5 委 寻 . 

随机 变量 $ 称 为 (%) 可 知 的 ,如 果 & 可 以 表示 成 y, 中 有 限 个 元 素 的 函数 列 的 极限 , 即 &€ 
B(y,) ,其 中 Bln) 是 % 中 任意 有 限 个 随机 变量 的 任意 函数 列 的 极限 全 体 . 随机 过 程 {&: 
t 宇 0} 称 为 (,) 可 知 的 ,或 者 (7%) 适 应 的 ,如 果 对 于 任意 1, 随 机 变量 是 (7 ) 可 知 的 . 

定义 3.8 随机 过 程 {7.: :过 0} 称 为 款 , 如 果 任 意志 的 数学 期 望 有 限 , 且 对 于 任意 
2 任意 上 之 二 二 … 二 sw 有 

Eln, | VA vm) = 7,. 
另 一 个 数学 期 望 函 数 有 限 的 随机 过 程 {: t 三 0} 称 为 (%) 著 ,如 果 {&) 为 (%) 可 知 的 , 且 对 
任意 2 任意 上 ss 二 … 二 sw 有 
EC& | VL 7 ) = &. 
由 条 件 期 望 的 性 质 , 可 以 证 明 这 个 定义 等 价 于 : 对 于 任意 1 二 s 有 
E(& | 1:u<s) = &. 
由 条 件 期 望 的 性 质 直 接 得 到 
若 {&) 是 (7 ) 蒜 , 则 {5) 也 是 款 . 

与 款 列 类 似 地 ,连续 时 间 的 蒜 的 直观 含义 仍然 是 公平 博弈. 

定义 3.9 初始 值 名 =0 的 随机 过 程 {&: :全 0} 称 为 独立 增 量 过 程 , 如 果 对 于 任意 ”， 
在 任意 互 不 相交 的 区 间 (si 因 ] ,Cs ,如 ] Cs] 上 的 名 一 名 ,5 一 名 ,一 所 都 相 
互 独 立 . 

独立 增 量 过 程 是 随机 徘徊 在 时 间 参 数 为 连续 情形 时 的 推广 . 

例 3.10 ”数学 期 望 为 0 的 独立 增 量 过 程 7 是 款 . 


nn 
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证 明 对 于 任意 ”任意 :一 二 二 人 全 ww, 力 二 0 当然 与 {7 一 
7 一 加 } 独 立 , 而 后 者 又 与 1 及, 到 ，…… 双 ) 能 相互 地 线性 表 出 ,所 以 一 7 就 与 {7,7 ，…， 
7 独立 . 利用 条 件 期 望 的 性 质 , 有 

ECn, | nn = EC Ey 
= EC—7%) + = 1 

作为 例 3. 10 的 特例 ,我 们 得 到 下 面 一 些 讨论 . 

例 3.11 若 {N,: :人 0)} 为 强度 为 4 的 Poisson 过程, 则 {NN, 一 At: :全 0} 是 蒜 . 

例 3. 12( 独 立 增 量 过 程 的 平方 可 积 款 ) 假定 例 3. 10 中 的 独立 增 量 过 程 有 二 阶 矩 ， 
即 对 于 任意 to? 兰 BE 及 一 十 cc. 定义 

一 天 一 到 

那么 {&: 人 0) 为 (7) 蒜 . 

证 明 显然 随机 过 程 {各 : 1 宇 0) 为 (%) 可 知 的 .由 于 (y 一 7%)?* 与 (1,7 7) 独立 . 
因而 ,对 于 任意 ,任意 1 这 ;二 5 二 … 记 5 ,有 

EGF -FD = EC — 7) 2 | 
El(n, 17.) H+H2nE(y—7) = EC(y, 了 六 
有 En’ 2E[L7 Cn, 也) 一 ao 一 oz. 

命题 3.6 设 {$: /二 0) 为 (7 ) 蒜 , 则 E6=Eto 

定义 3.10 可 以 取 值 十 = 的 非 负 随机 时 刻 r, 称 为 关于 { 刀 } 的 停 时 (简称 { 也 } 停 时 )， 
如 果 对 于 任意 六 事 件 {r 在 : 前 发 生 与 否 }( 即 事件 {rt}) 只 依赖 于 y, 的 历史 记录 ,或 者 
说 ,随机 变量 1,<y 是 (%) 可 知 的 . 在 不 会 混淆 的 情形 下 ,17 } 停 时 常 简称 为 停 时 . 

显 见 ,常数 时 间 是 停 时 ; 又 如 果 t,o 都 是 停 时 ,t 三 0, 则 tAo,rAt 也 是 停 时 . 


3.3.2 连续 时 间 蒜 的 选 样 定理 


与 离散 时 间 的 款 列 类 似 地 ,对 于 连续 时 间 的 款 . 同 样 有 如 下 的 选 样 定理 

定理 3.7( 选 样 定理 ) ” 设 名 (1 三 0) 是 轨道 连续 的 (其 实 只 需 轨道 右 连 续 ) 扶 ( 即 对 于 任 
意 基本 事件 w, 样 本 轨道 &(w) 是 上 的 连续 函数 ). 又 车 停 时 zt 满足 : 

(1) = 是 有 界 停 时 . 


或 更 一 般 地 
(2) & 有 有 限 的 期 望 . 且 lim E(|&| “Tea )=0. 
那么 ,有 


Ee = E60 
同样 ,也 有 更 广 的 Doob 停止 定理 与 下 款 分 解 定理 ,不 过 后 者 需要 加 上 一 个 较为 复杂 
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的 数学 条 件 , 而 且 定理 的 叙述 也 复杂 得 多 , 称 为 Doob-Meyer 分 解 . 它 是 现代 蒜 论 的 起 点 . 

定理 3.8 如 果 对 于 任意 固定,{&”} 都 是 (1) 拷 .又 如 果 对 于 任意 + 都 有 

El —é&|—=0, 

那么 ,5 也 是 (%) 扶 . 

证 明 ”由 全 期 望 公 式 , 对 于 st, 有 

E|Eé™ |n:u<s)—Eé|n:ues)| 
ELE( 7 él ud] Els |>0. 
由 假定 {8") 为 (%,) 著 , 即 对 ;二 1, 有 
= | 71:4), 
令 ? 一 十 co , 便 得 
E(& |7:u<s) = &. 


3.3.3 平方 可 积 蒜 


定义 3.11 16} 称 为 (7 ) 平 方 可 积 蒜 ,如 果 它 是 (7 ) 蒜 , 且 对 于 任意 上 固定 ,5 的 方差 
有 限 . 

引 理 3.9 

(1) 如 果 &,w 方 差 有 限 , 则 有 Schwartz 不 等 式 

| E(é7) | < EéEr’. 
(2) 如 果 随 机 变量 列 {5), {7 ) 满 足 
E(&,——>0, En,— :>0, 
那么 
E(&,7,) > E(é7). 
(3) 如 果 8 方差 有 限 , 则 条 件 期 望 有 Schwartz 不 等 式 
IEC€|ln:u<) lSEE |n,:u<s). 
(4) 如 果 随 机 变量 列 () 满 足 E(6, 一 人 90, 那 么 
ELE(&, | nn:u<s)— EC|n:u<) 0. 
证 明 (1) E(& 二 tm)? 是 1 的 非 负 二 次 多 项 式 ,其 判别 式 
4|1E(éy) | — 4EéEy: < 0. 
(2) 由 
Ey’ < 2LE(, — D+ Ey] 
对 于 nn 是 有 界 的 ,利用 (1) 得 到 
|E(&n)— Ee | 三 | EL —ON +ELésCn —WD1I 
El =—On IFEls=2 | 
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< VE(E,—ée)’ Ey 十 VE EQ, 一 nD -0 
(3) 仿照 (1) 便 得 . 
(4) 由 (3) 及 全 期 望 公式 推出 
ELECem | VR us)— EEé, | 么 : u<) 
= EL[E(| é"” —é|n: us) SELECL® —éF |n: ws) 
= E(té" 一 各)2 一 0. 
推论 3. 10 如果 { 和 ”" } 是 07) 平方 可 积 蒜 , 且 对 于 任意 刀 E(CS” 一 5 大 一 0 那么 ,{)} 
也 是 (7 ) 平 方 可 积 款 , 而 且 
下 LE(Ce, | 区: us)— EE| 有: us)]J— 0. 
证 明 由 于 
El —é&|<VEIE -él —0, 
故 定理 3. 8 的 假定 成 立 , 所 以 {&} 是 (7%) 拷 .又 由 假定 Es" 一 各) 一 0 可 知 E 多 过 十 0. 
定理 3. 11( 连 续 蒜 的 Kolmogorov 极 值 不 等 式 ) 设 4& ,人 0} 是 轨道 连续 的 蒜 , 那 么 
对 于 任意 s>0 成 立 不 等 式 


ECmax{0.ér)) 


证 明 ”对 于 任意 ,以 及 任意 ,to，… ,i 三 T, 事 件 组 
Bi; = {6 <ek<ié 之 时 


PCmax 6 之 s) 委 
0<t<T 


是 事件 
B Ee{ max é, > e} 
oO<t<T 
的 一 组 划分 . 我 们 有 


下 (max{0,6r)) 二 下 (max{0, 休 )Te) = 2 ELmax{0.é7}1s,] 
i=1 
> 2 ELérIs] = DELIs Er | & ,6&, ,6 )] = 2) ELIsé,] 
i=1 i=1 1 一 1 


= DeP Bi) = sP{maxé, >e). 


让 分 点 充分 多 ,再 取 极限 就 得 到 定理 . 

注 “仔细 检查 此 证 明 可 以 发 现 , 此 不 等 式 对 于 连续 轨道 的 下 款 仍 然 成 立 ,并 称 为 下 款 
的 Doob 不 等 式 . 

定理 3. 11 的 离散 时 间 形 式 为 如 下 的 定理 . 

定理 3. 12( 款 列 的 Kolmogorov 不 等 式 ) 设 { 和 :二 1) 是 款 列 , 则 对 任意 s 盖 0 有 


卫 ( max 6 过 E) 委 和 


1<n<N 
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实际 上 ,建立 款 列 的 Kolmogorov 不 等 式 的 构思 , 源 于 它 的 特殊 情形 , 即 下 面 的 
推论 . 

推论 3.13( 独 立 和 列 的 Kolmogorov 不 等 式 ) ” 设 {,n 宇 1) 是 方差 有 限 \ 均 值 为 0 的 
独立 同 分 布 随 机 序列 的 部 分 和 序列 


各 全 Dn 
k=1 


那么 对 于 任意 ce 二 0 有 
< 


Pl ax 和 纪 宇 6) 三 


习题 3 


1. 若 { 和 6 } 是 款 列 , 则 5 Vc 是 下 寺 列 ,5 Ac 是 上 园 列 . 

2. 若 {} 是 靳 列 , 而 且 E&i 二 十 2, 则 {名 } 也 是 下 款 列 . 对 应 地 ,又 若 E65 二 一 co , 则 
{所 } 也 是 上 款 列 . 

3. 设 ,n 是 蒜 列 , 则 & 十 7 是 蒜 列 ,min{S ,7 } 是 下 款 列 . 

4. 设 生 二 Sx, 是 蒜 列 , 且 其 方差 有 限 , 则 序列 {Xe} 中 的 随机 变量 两 两 不 相关 . 

k=1 

5. 在 博 采 输 光 问 题 中 ,如 果 p 二 gq. 求 输 光 概率 p。 ,gs 以 及 博 采 至 输 光 为 止 的 平均 

时 间 . 


-1 1 和 
6. 设 (Xm 之 1 独立 同 分 布 ,X, 一 | 外 >vs= 2 xX, 
gq k=1 


PS 名 
n= [1 5 (和 2 np 
(1) 证 明 {) 是 (X,) 下 载 列 ,而 (7) ,{5,),{2,) 都 是 (5,) 拷 列 . 
(2) 求 ,与 7 的 相关 系数 . 
7. 车 X, 一 NG) ,6 exp[—# (DX 将 证 明 {&) 是 (X,) 软 列 . 


8. 假定 随机 序列 {6 ,n 宇 0} 有 数学 期 望 , 且 满 足 
E(&n | 名， 名) = aé, +B (a,B> 0,a+B= 1). 
能 否 选 取 c, 使 也 一 c 匀 十 名 -CO 过 1, 力 一 5 名) 是 (6 ) 蒜 列 ? 
9. 设 名 一 UL0,1, 又 在 名 已 知 的 条 件 下 ,5+ 一 U[1 一 和 ,1j,% 一 名, 


z 开 和 .证 明 {7 } 是 (6.) 蒜 列 . 
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5 人 
10. 设 S, 一 X; 十 Xs 十 … 十 X, 是 简单 随机 徘徊 . x ~ 人 j=1 一 所 旺 邓 立 同 
g 


分 布 .证 明 与 一 (pz 十 gz *) "zs 9 是 款 列 . 
11. 若 { ,名 ,… ,和 ，,…) 独 立 同 分 布 ,而 正 整 值 随机 变量 7 与 它们 独立 ,那么 有 
E(& 二 十 … 十 &) = EéEn, 
Var( 生 十 色 十 … 十 生 ) 一 Envar& 十 var(7) (E&1)?. 
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4.1 Brown 运动 的 数学 模型 


英国 生物 学 家 Brown 于 1827 年 在 显微镜 下 观察 液体 中 的 花粉 微粒 ,发 现 它们 在 极 
端 不 规则 地 运动 . 以 后 的 研究 者 发 现 了 更 多 的 类 似 现象 ,如 空气 中 的 烟雾 的 扩散 等 . 直至 
19 世纪 末 才 知道 其 机 理 是 ,由 于 花粉 .烟尘 等 微粒 ,受到 大 量 液体 分 子 或 气体 分 子 的 作 
用 ,所 作 的 无 规则 碰撞 而 形成 的 . Einstein 在 1905 年 作 了 量化 的 讨论 ,建立 了 物理 模型 . 
以 后 又 经 过 Ornstein 和 Uhlenbeck, 以 及 Langevin 等 人 的 完善 . Wiener 在 1918 年 对 
Brown 运动 建立 了 用 随机 过 程 的 语言 描述 的 严格 数学 模型 . 此 后 ,Brown 运动 这 个 术语 
就 专 指 Wiener 的 数学 模型 . 因此 , Brown 运动 也 称 为 Wiener 过 程 . 而 早 在 1900 年 
Bachellier 在 研究 法 国 的 债券 市 场 的 规律 时 , 曾 提 出 了 一 个 相当 于 Brown 现象 的 直观 模 
型 . 不幸 的 是 这 个 先驱 的 模型 在 当时 被 忽略 了 . 

经 过 数学 家 一 个 世纪 的 努力 ,到 20 世纪 中 叶 ,Brown 运动 的 数学 理论 已 经 十 分 成 熟 而 
且 具 有 极为 广泛 的 应 用 . Brown 运动 和 Poisson 过 程 自 然 地 成 为 随机 过 程 的 两 大 基 柱 . 

Brown 运动 在 数值 计算 中 , 则 可 以 用 离散 的 对 称 简单 随机 徘徊 近似 . 

作为 随机 过 程 ,Brown 运动 的 性 质 最 为 特殊 ,作用 也 更 为 广泛 . 在 理论 领域 和 应 用 领 
域 中 ,Brown 运动 的 不 仅 出 现在 概率 论 领 域 ,还 遍及 数学 物理、 化 学 .生物 .地 球 .天 文 等 
自然 科学 领域 ,数量 经 济 、 金 融 、 精 算 等 应 用 领域 ,以 及 人 文科 学 的 各 个 领域 的 计算 与 建 
模 中 . 

Einstein 将 Brown 发 现 的 现象 描述 为 一 个 作 随 机 运动 的 粒子 在 时 间 区 间 [0,t] 上 的 
随机 位 移 , 因 此 , 它 是 一 组 依赖 于 时 间 参 数 1 的 三 维 随机 向 量 {B,: 0 三 st}) , 即 它 是 一 
三 维 的 随机 过 程 . 如 果 我 们 将 粒子 的 出 发 位 置 取 为 坐标 原点 ,那么 Bo 二 0. Einstein 从 物 
理 的 角度 假定 了 这 种 粒子 的 运动 具有 下 性 质 : 

(1) 粒子 在 空间 的 位 移 的 3 个 一 维 分 量 是 相互 独立 的 (我 们 可 以 只 考虑 其 一 个 坐标 
分 量 . 为 符号 的 简便 . 我 们 仍 将 此 分 量 记 为 {B,,t 宇 0}) , 且 它 是 独立 增 量 过 程 , 即 在 任意 互 
不 相交 的 区 间 (s ,#1],(sz ,tzj]，,…,(sn ,trj] 上 ,其 差 B, 一 Bs ,Bi 一 B,，…,B, 一 B, 都 相互 
独立 . 

(2) 运动 的 统计 规律 对 空间 是 对 称 的 . 因而 有 EB 二 0. 
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(3) 在 时 间 区 间 上 的 差 B,;, 一 B, 的 分 布 ,与 时 间 区 间 的 起 点 无关, 并 且 其 方差 
ot) 至 已 (B — B,)’ 

是 1 的 连续 函数 . 

由 此 我 们 求 B, 的 分 布 密度 的 表达 式 如 下 . 

首先 ,由 独立 增 量 性 质 得 到 

olt+s)= E(B,,—B)’ = E(B,,—B,+B,— B,)’ 
= E(B,;—B,)’+E(B,— B)’ = 0o(s)+o(t). 
由 于 ol(?) 关 于 +t 连续 ,由 微 积 分 知道 o(z) 必 有 表达 式 
olt) = Dr， 

其 中 也是 一 个 常数 ,是 单位 时 间 内 粒子 平方 位 移 的 均值 , 称 之 为 扩散 常数 . 由 分 子 运动 学 
Einstein 得 到 了 


RT, 
Nf 
其 中 RR 是 由 分 子 的 特性 所 决定 的 一 个 普 适 常数 ,T 是 绝对 温度 , N 是 Avogadro 常数 ,了 
是 摩擦 系数 . 在 以 下 讨论 中 ,我 们 不 妨 取 D=1. 

对 任意 的 划分 


D= 


0= < "< =it, 
B, 可 表示 为 n 个 独立 的 随机 变量 之 和 : 


有 
命题 4.1 B, 具有 正 态 密度 N(0,t), 即 其 分 布 密度 为 
(ts 并) 一 e 五。 
2nt 


证 明 ”我们 用 特征 函数 来 推导 B, 的 分 布 密度 p (1.z). 记 B, 的 特征 函数 为 
9(1,0) = Ee®, (一 ce <0 < 十 co). 
利用 独立 增 量 性 质 , 得 到 
pts,0) — 9(1,0)= Ee®t: — Ee®, 
= ELe®. (eXB+ 8 一 1)] = ELe™® ao (eB 3) — 1)] 
= E(e*33) ECem 5 一 1) 一 Ee®ECers,s 一 1) 
= y(t,DE(e®, 一 1). (4.1) 
直观 地 ,在 Taylor 展开 式 ( 严 格 的 推导 还 需要 假定 limE| B.l’=0) 


2 
号 三 1 十 运 一 二 十 cz) (rz—>0) [yh 
中 令 z=9B,, 再 取 期 望 ,由 (4. 2) 式 得 到 
下 (ez, — 1)= i0EB. 一 乡 EB; 十 oCEB3?) 
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一 一 去.o(s) 十 ols). 
对 (4.1) 式 等 号 的 两 边 都 除 以 ;后 , 令 ;>0, 便 得 
9 
Jp = 二 丰 
30 FO Pt,0). 


这 是 关于 上 的 一 个 一 阶 的 常 系数 常 微 分 方程 ,在 初始 条 件 
9(0,0) = E(e®o) 一 1 
下 ,求解 这 个 方程 便 得 
p(t,0) = ir. 

它 恰 是 正 态 分 布 N(0,t) 的 特征 函数 . 从 而 由 特征 函数 与 分 布 的 一 一 对 应 性 可 知 ,B, 的 分 
布 密度 为 N (0,). 

从 Einstein 的 物理 模型 可 以 抽象 出 以 下 的 数学 模型 . 

定义 4.1 满足 以 下 条 件 的 一 个 随机 过 程 {1B,,t 宇 0} 称 为 Brown 运动 

(1) B= 二 0,{B,,t 宇 0) 是 独立 增 量 过 程 , 即 对 任意 互 不 相交 的 区 间 (s51 54],(s2 ,to]，*…， 
(st j， 相 应 的 增 量 B, 一 B, ,B, 一 B;,,… ,Bi 一 B, 都 相互 独立 ; 

(2) 对 于 任意 * 壹 0, 过 0, 增 量 B,j, 一 B, 一 N(0,Dz) (分 布 不 依赖 ;, 称 为 具有 平稳 增 量 ); 

(3) 对 每 一 个 固定 的 基本 事件 (样本 点 )w,B,(w) 作 为 + 的 函数 ( 称 为 样本 轨道 ), 是 连 
续 函 数 (微粒 运动 的 连续 性 ). 

特别 地 , 当 D=1 时 ,我 们 称 之 为 标准 Brown 运动 . 一 般 就 简称 标准 Brown 运动 为 
Brown 运动 . 

注 有 时 B,,B,(w) 也 分 别 用 B(1), 或 B(1,w) 来 表示 , 称 为 Brown 运动 的 轨道 ， 


Brown 运动 的 典型 轨道 为 图 4. 1 所 示 . 
0.8 T T T T Yh T 


0.6r 


0.4 上 


| vt 


1 TU， 1 | 1 
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 
图 4.1 Brown 运动 的 轨道 
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注 ”Brown 运动 中 的 条 件 (3) 的 合理 性 ( 即 加 上 它 不 会 引起 矛盾 ) ,可 以 通过 概率 论 
理论 证 明 . 在 本 书 中 我 们 将 承认 它 而 并 不 给 出 其 证 明 , 而 在 实用 中 它 常常 是 被 认为 当然 成 
立 而 忽视 其 证 明 的 . 

命题 4.2 对 于 Brown 运动 B,, 有 

(1) B, 是 蒜 ; 

(2) AAA 是 (B,) 款 ; 


(3) (指数 蒜 )> 至 em- 到 是 (B,) 款 . 

证 明 (1) 和 (2) 是 第 3 章 的 特例 . 今 验 证 (3). 对 于 任意 )” 任 意 ss 二 …>>w，* 由 
Brown 运动 的 独立 增 量 性 质 知 道 二 一 ea 与 (B,,B,， ,…,B, ) 独 立 .又 因为 = 是 
B, 的 丽 数 ,利用 条 件 期 望 的 性 质 便 得 


EC | B,,B, ,….B, )= =E 人 (至 


BB | 


2 03) 


Es zEl(e A(B,—B,)— 


cD) 
= z,E (es, = z,. 


命题 4.3 ”独立 增 量 过 程 {&: t 宇 0} 十 区 下 的 标的， 过 程 的 增 量 &+, 一 6 与 过 程 过 
去 的 信息 {&: 0 过 u 二 s} 是 独立 的 ,其 含义 为 : 对 于 任意 上 ,过 程 的 增 量 5+, 一 和 与 6(&) 中 
的 任意 随机 变量 独立 . 进而 有 

Pl&+ Sy|&é =7ré = rT0SCu<s))= PSy|é = 7). 

证 明 利用 独立 增 量 性 质 , 有 

Pl(é4+, Sy|&é=7ré, = 7T0Ru<s)) 
P86 一 告 和 Y 一 本 | 二 二 0S 
Pl&4—& Sy—7z)= P(é Sy|é = 7). 


4.2 Markov 过 程 与 Brown 运动 的 Markoyv 性 


定义 4.2 ”随机 过 程 {5,t 宇 0) 称 为 Markov 过 程 ,如 果 对 于 任意 的 ts,y,x,z,(0 达 
u 二 5) ,满足 
Pl(&4 Sy|&é =r6 =r0Su<))= PESy|é = 7). 
其 直观 含义 是 : 在 已 知 随机 过 程 现 在 的 情形 和 一 z 的 条 件 下 ,过 程 的 过 去 情形 & 二 zx, (0 过 
xu<s) 与 随机 过 程 的 将 来 情形 $&+.=y 是 相互 条 件 独立 的 . 如 果 Markov 过 程 还 满足 条 件 
Pl(&;; Sy|& =7x)= P(E Sy|& = 7z), 
则 称 为 时 齐 的 Markov 过 程 . 
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定义 4.3 假定 {S :上 过 0} 是 Markov 过 程 . 我 们 称 
Flsvzi ty) EP(E <y|& = 2) 
为 {&,t 三 0) 的 转移 分 布 函 数 . 而 将 F(s,x; 1,y) 二 P(& 三 y1&, 二 xX) 对 于 yy 的 密度 函数 p(s， 
Zi t，y) (如 果 存 在 ) , 称 为 {5&,t 宇 0) 的 转移 密度 函数 ,简称 转移 密度 . 对 于 时 齐 的 Markov 
过 程 ,我 们 简 记 
F(t,x,y) = Fl(s,x; s+ti,y), 
pl(t,x,y) = plssx; 5 十 ty) 
由 命题 4. 3 可 知 , 独 立 增 量 过 程 ( 即 具有 独立 增 量 性 质 的 随机 过 程 ) 是 Markov 过 程 . 
命题 4.4 如果 Markov 过 程 存在 转移 密度 ,那么 它 满足 : 
(P. 1) 对 于 任意 s<t 有 


pls,x; ty) 之 0， ec tyy)dy 一 1; 
(P. 2) Chapman-Kolmogorov 方程 : 对 于 一 x< 一 : 
pls,x; t,y) = ec usz)plu,z; ty)dz。 
而 对 时 齐 的 Markov 过 程 ,就 变 成 
(P.1) 对 于 任意 上 有 
plt,x,y) 之 0， ptr dy = 1; 
(P. 2) Chapman-Kolmogorov 方程 : 对 于 任意 s,t 有 
p(t+s,r,y) = pz) pars y) de. 
这 些 公式 的 证 明 需 要 利用 条 件 期 望 的 技巧 ,这 些 技巧 并 不 困难 ,但 是 因为 这 里 的 等 式 的 含 
义 非 常 直观 ,故而 我 们 略 去 其 证 明 . 
一 个 随机 过 程 在 任意 有 限 个 时 刻 上 的 联合 分 布 全 体 , 称 为 此 随机 过 程 的 有 限 维 分 布 族 . 
命题 4.5 如 果 Markov 过 程 {S :全 0} 具 有 转移 密度 p(t,z,y), 且 其 初始 随机 变量 
名 具有 分 布 密度 g(x), 则 过 程 (各,t 宇 0} 的 一 切 有 限 维 联合 分 布 都 有 密度 , 即 对 于 任意 
及 任意 0 一 二 …<b (5 ,6 5) 有 联合 密度 . 


fet ss) Tor Tl Tn) 
=g(zo) phi To TI) pts — ti Ti Ta) plts — tis Tn » Tn ). 
又 在 5 取 定 值 zx 的 条 件 下 ,(& ,6 ,…,&) 有 联合 密度 
fs 高 (Tl sT2 9 9Ta) = phoT TPs — ts Ti Ta) pis — tol Tri Tn ). 
证 明 只 需 利 用 条 件 密度 的 乘积 公式 ,以 及 条 件 密度 的 Markov 性 等 式 


bs (zn | 名 Th 1 名 To) ps Cers | 名 = Ze). 
tl 1 
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推论 4.6 如 果 放 弃 Brown 运动 初 值 为 0 的 假定 , 即 Bo。 可 以 是 随机 变量 ,但 是 与 
{B,,t 这 0} 独立 ,那么 这 样 得 到 的 {B,,t 宇 0) 仍 旧 是 时 齐 的 Markov 过 程 . 
将 {B,,t 三 0) 的 转移 密度 记 为 5(1,x,y) ,其 表达 式 为 
EN 
2rt 


它 满足 以 下 的 关系 
DG 十 sy) 一 [srsoseseaau 


这 个 关系 实际 上 是 转移 密度 的 全 概率 公式 ,就 是 Chapman-Kolmogorov 方程 . 
证 明 在 Bo=z 的 条 件 下 ,利用 了 ,一 rz 一 N(0,i), 便 得 到 转移 密度 的 表达 式 . 而 
Chapman-Kolmogorov 方程 可 以 通过 积分 演算 直接 得 到 . 
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命题 4.7 对 任意 的 0=t 过 4 过 …< 达 4,_1 过 h,(Bs ,Bs ，…，B,) 在 点 (zi sz2，*… ,zx,) 
的 联合 密度 为 


_ (六 | (zs — TX1) ， 人 
exp[ 2 2lts—h) 28 tt) ] 
fs, ,B, se B, ) (X19T2 "Tn ) 

Be (27)7 Vti(ts —t1)°(t, — ti1) 
证 明 由 于 Bo 二 0,B,~~N(0,t) ,对 任意 的 0 二 过 过 … 过 4,-1 达 ,由 独立 增 量 性 
知道 ,(B, ,B,,,…，,B, ) 在 点 (zx1 ,zs，… ,ZX,) 的 联合 密度 为 
fea BB Tlr Ta Ta) = pli, rplto Wats ™— wr) pis hain — wai) 
下 (六 nt 完 斑 ] 
p(t a + +2; 
22 Mats 一 右 ) ts — ti) 
注 ”这 个 联合 密度 的 主干 部 分 是 指数 (zx1 ,zs，… ,zx,) 的 二 次 型 ,所 以 (B, ,B,,,…， 
B, ) 的 联合 分 布 是 多 维 正 态 分 布 . 
推论 4.8 Brown 运动 是 Gauss 过 程 . 
命题 4.9 Brown 运动 {1B,,t 宇 0} 对 于 过 ts ,有 条 件 分 布 
B, |a ~ N(B, :ts —t), 
1 


以 及 条 件 分 布 
t t 
Bu lm ~ N28, pb -0)]) 


证 明 第 一 个 条 件 分 布 较为 显然 . 我 们 证 明 第 二 个 条 件 分 布 . 
对 于 s<t, 在 条 件 B, 一 > 下 ,B. 的 条 件 分 布 密度 , 记 为 fi,(x1y) ,其 表达 式 为 
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(y— Zz)’ 


p(ssxr)p(t— sy— ZX) dc 
2 2(t=s) 


plt,y) 
def sil 1 YT 
CC)exp[ +z) 
天 CGVexp[— 元 二 人 一 2 Dx ] 
def sy 
CWexp| 2s(t— s)/t (: t 】 ]: 


其 中 Ci 为 常数 .这 正 说 明 , 在 条 件 B, 二 y 下 ,B， 的 条 件 分 布 是 均值 为 六 y ,方差 为 六 (1 一 ) 


fiz | y) Ceexp[ 


正太 分布, N( 立 y ,过 (一 9 
Brown 运动 是 一 个 Gauss 过 程 ,其 分 布 特性 由 其 均值 函数 和 协 方差 函数 完全 决定 . 
Brown 运动 的 均值 函数 是 零 函 数 ,而 利用 其 独立 增 量 性 可 知 其 协 方差 函数 为 : 当 三 1 
时 有 
C(s,t)= cov(B,,B,) = cov(B,,B,++B,—B,) 
= cov(B,,B,) 十 cov(B,,B, 一 B,) = R(s,s) = s. 
可 见 ,一 般 地 有 下 面 的 命题 . 
命题 4.10 对 Brown 运动 {B,,t 宇 0} 有 
4(t) 一 0， 
Cls,t) = cov(B,,B,) 一 已 (B.B,) 一 s 人 1 
反之 ,如 果 Gauss 过 程 满足 y(1) = 二 0,C(s,t) 二 sz, 则 它 就 是 Brown 运动 . 
证 明 满足 y(t) 二 0,C(s,t) 三 sAt 的 Gauss 过 程 的 有 限 维 分 布 ,与 Brown 运动 的 有 
限 维 分 布 是 一 样 的 ,而 轨道 的 连续 性 , 则 可 以 通过 更 为 深入 的 随机 过 程 的 理论 分 析 , 可 以 
通过 合理 的 修正 得 到 . 
命题 4.11 对 Brown 运动 {B,.t 宇 0) 有 
E(B,—B,)’ =|t—;s|. 
证 明 不 妨 设 ;<t. 由 命题 4. 7 得 
E(B,— B,)’: = EB: 一 2E(B.B,) 十 EB: 一 上 一 25 十 5 一 上 一 5S， 
故而 结论 成 立 . 
从 定义 容易 验证 Brown 运动 有 如 下 的 事实 . 
命题 4. 12 对 Brown 运动 {1B,.t 宇 0)y 有 
(1) 平移 的 统计 不 变性 : 对 于 常数 ;>0,{B, 一 B,) 在 人 > 是 Brown 运动 . 可 参见 图 4. 2. 


(2) 尺度 的 统计 不 变性 ; 对 于 常数 a Bonn 动 
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i 
1 
1 
1 
1 
| 
| 
5 


| 


图 4.2 Brown 运动 在 时 刻 ;重新 开始 


(3) {tB1l: 二 0} 也 是 Brown 运动 . 

证 明 只 需 验 证 它们 都 是 Gauss 过 程 , 且 满 足 命题 4. 10 的 条 件 . 

Brown 运动 有 许多 奇异 的 轨道 性 质 . 由 Brown 运动 {B, ,1 三 0} 的 定义 ,要 求 {B,,t 宇 0} 
的 样本 轨道 (我 们 提醒 : 对 每 一 个 固定 的 样本 点 w,B,(w) 作 为 + 的 函数 , 称 为 对 应 于 样本 
点 w 的 样本 轨道 ) 是 连续 函数 . 然而 , 它 的 轨道 却 不 是 我 们 通常 所 见 到 的 连续 函数 ,而 是 
一 个 处 处 都 不 可 微 的 连续 函数 ( 它 有 明确 的 物理 含义 , 即 由 于 粒子 在 每 一 瞬间 ,都 会 受到 
介质 中 的 分 子 的 碰撞 ,碰撞 后 的 粒子 立即 改变 运动 方向 ,因而 速度 为 无 穷 ,故而 样本 轨道 
是 不 可 微 的 ). 从 数学 模型 分 析 , 由 Brown 运动 的 定义 , Bi 一 Bl 一 N(CO,/), 即 


B, =B, 大 
一 %~N(0,1) ,故而 对 任意 给 定 的 正 数 C, 有 


VW 
po: <cj=plw 所 |<cw] 
人 (h —> 0)， 


其 中 B(xz) 是 标准 正 态 分 布 的 分 布 函 数 
2 一 了 本 二 
P(r) | 。 dt. 


Bi + Cw) — B, (w) B, (w) 


ht 


这 说 明 : Brown 运动 在 任 一 点 to。 处 存在 有 限 导数 的 概率 为 0( 对 于 我 们 的 Brown 运动 的 
数学 模型 而 言 ,经 过 概率 理论 的 严格 分 析 ,可 以 进一步 得 到 ,除了 概率 为 零 的 轨道 以 外 ,在 
每 条 轨道 上 的 任意 点 上 ,其 导数 均 不 存在 ). 


4.4 Brown 运动 的 首 达 时 的 分 布 密度 


4.4.1 首 达 时 与 Brown 运动 的 反射 原理 


对 于 Brown 运动 ,最 为 重要 的 是 首 达 时 T, , 它 表 示 Brown 运动 首次 到 达 ( 或 击 中 )a 
的 时 间 , 即 
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T, = min{t 之 0: B, = a}. 
显然 ,T. 是 一 随机 变量 .下面 我 们 给 出 其 分 布 密度 . 
引 理 4.13 对 于 >0 有 PCB(D)>alT.<D = 站. 
直观 “证 明 ” 
P(B(t) 之 a | TT 过 1)= P(B(Q) 之 a | 存在 ;二 t 使 B(s) = 4a) 


Em P(B(1) 一 B(s) 宇 0 | 存在 s 二 1 使 B(s) = 4a) 


独立 增 
1 六 


(这 里 的 “推理 ”只 是 一 个 直观 的 解释 ,是 为 了 使 使 用 者 能 接受 这 个 结论 . 这 个 “推理 ”实际 
上 不 是 合理 的 ,因为 这 里 的 ;不 是 常数 ,而 是 随机 的 . 因此 ,从 严格 的 数学 角度 ,这 个 推理 


是 不 完全 正确 的 ). 
推论 4. 14(Brown 运动 的 反射 原理 一 一 对 镜面 的 统计 对 称 性 ) 
P(BG) al T= P(BO) Sal Ts 
P(Brown 运动 在 [0, 相 到 达 时 a.,B, 三 a) 二 =P(Brown 运动 在 [0, 妇 j 到 达 时 wa,B, 三 a). 


证 明 ”如 图 4.3 所 示 . 由 引 理 4. 13, 二 者 都 等 于 去 . 


1 A 镜面 轨道 
1 1 \ n 
1 A " 


图 4.3 Brown 运动 的 镜面 轨道 


定理 4.15 对 于 w>0,Brown 运动 {B,,t 宇 0} 的 首 达 a 的 首 达 时 T。 的 分 布 为 
RT -2PGBO > = -全 


证 明 利用 全 概率 公式 及 P(B(1) 宇 al Tt) 二 0, 便 得 到 
P(B(Y Sa = PBSal TDPT SHEFPB Fal TT SVP 


= P(B(D) alT,<DP(T,<) = PT, i). 


2 [+ 2 
P(T, 委 间 一 户 | e dz. 
和 二 


推论 4. 16 
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因此 ,随机 变量 工 在 t 的 密度 是 


类 :0 二 


a a 


2 
es (>0). 
2x 


推论 4. 17 
P(T, < 二 co) = 1， 
其 含义 为 : 无 论 a 多 大 ,Brown 运动 总 是 以 概率 1 在 有 限时 间 内 到 达 a. 


证 明 P(T, < 十 ce) = limP(T, 二 1) = mm 下 -人 和 ) i; 
tit tt 


撕 
推论 4. 18 


ET, 三 十 co， 
其 含义 为 : 虽然 Brown 运动 几乎 所 有 的 轨道 首次 过 a 的 时 间 都 有 限 ,但 是 ,过 a 点 的 平均 
时 间 却 是 无 穷 . 
证 明 


二 三 上 rr (Ddt = | ed 一 十 co. 


nt 


推论 4. 19 对 于 a 二 0 有 


a 
P(T, <1) = | -人 (对 | 
证 明 Bu==0, 用 对 称 性 即 得 . 


4.4.2 Brown 运动 在 时 间 区 间 [0, 站 中 达到 的 最 大 值 的 分 布 
与 首 达 时 有 紧密 联系 的 是 Brown 运动 在 时 间 区 间 [0,] 中 达到 的 最 大 值 maxB,. 显然 


它 也 是 随机 变量 . 由 Brown 运动 轨道 B,(w) 对 t 的 连续 性 得 到 
{maxB, 之 a} = {T, < i}. 


为 了 使 符号 更 为 简洁 , 记 
M(t) = maxB (s). 
即 对 于 xm 二 0 有 


{M(CD) 宇 m} = {Th, < 1}. 
于 是 有 下 面 的 定理 . 
定理 4.20 当 二 0 时 有 


PM(D) 三 四) = P(T, <<) = 2 -a(#)] 


因此 ,M(z) 的 密度 函数 为 
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m2 
fuw (m) = ez (m>0),， 


EM(1) = /2. 
ni 


证 明 函数 1-0 ))am 的 导数 的 负 值 就 是 M(z) 的 密度 函数 在 内 处 的 值 . 
例 4.1 假定 随机 过 程 6 一“B,. 对 于 st, 有 
(1) 
P(& ~<=20|& o)= P(é—é& <olé& o) 
PE 一 < 一) 了 志 二 公 ] | 二 | 


ovVt—s ovVi—s 


(2) 利用 BO lo-s~N (2y ,让 (—) ], 有 
P(& <20|&=0)=P(B,<2|B,=1) 
2 一 主 
P 人 Ne-5)j<3 引 = 可 一 一 | 
= 二 


例 4.2 对 于 Brown 运动 , 则 P(T, 志 1)=2[1 一 B(1)]==0.3174,T 的 90% 分 位 点 
户 为 方程 
=P(D R= 站 : -a( 充 ) 
的 解 p63. 166. 
例 4.3 假定 随机 过 程 & 一 2B, ,那么 
Cy P(max$>2)=P(maxB,>1) 
=P(M(1)>1)=2[1—®(1)J]=0. 3174. 
(2) maxs 的 中 位 数 m 是 方程 


1 


= P(maxé, 宇 m) 
2 o<t<1 


的 解 , 即 


于 是 有 mm 二 1. 35. 


(3) E(maxé.)=2E(maxB(1))=2EM(1)=2 /2 =1.596, 
0 和 二 1 0<t<1 开 
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如 同 对 称 简单 随机 徘徊 一 样 , 选 样 定理 对 于 研究 Brown 运动 的 首 达 时 是 一 个 重要 的 
数学 工具 . 


4.5 Brown 运动 的 离散 近似 


4.5.1 用 对 称 随机 徘徊 近似 


Brown 运动 可 以 作 如 下 的 随机 模拟 : 设 {Y} 独 立 同 分 布 , 且 

1 

元 

对 于 固定 的 t, 定 义 如 下 的 以 At 为 时 间 单 位 , 步 长 为 Az 的 对 称 随 机 徘徊 
三 Az(Y: 二 YY + 于 Yi )， 

其 中 方 括号 表示 取 整 数 运 算 , 则 有 


En = 0, var( 太 ) = 0 


PlY, 1) = P(Y, = 1) 


取 充 分 小 的 数 有 二 0, 并 取 At==h,Azr 二 Vh. 那么 , 当 h->0 时 ,就 有 
var( 人 大 ) = 和 

由 中 心 极限 定理 推出 随机 变量 六 的 近似 分 布 为 N (0,). 如 果 还 用 多 维 的 中 心 极限 定理 ， 
就 可 以 证 明 随 机 过 程 { 芒 : t 三 0) 的 所 有 的 有 限 维 分 布 ,都 收敛 于 Brown 运动 的 相应 的 有 
限 维 分 布 (在 数学 味 更 为 浓 的 随机 过 程 课程 中 还 证 明了 : 在 /~0 时 ,从 作为 随机 过 程 整 
体 在 某 种 意义 下 的 极限 是 Brown 运动 ). 于 是 随机 过 程 { 太 : t 宇 0} 可 以 在 理论 上 和 在 模拟 
计算 中 作为 Brown 运动 的 近似 . 这 是 所 有 生成 Brown 运动 的 统计 软件 与 数学 软件 的 基本 
点 . 如 图 4.4 所 示 . 


图 4.4 有 给 定时 ,Brown 运动 的 近似 


4.5.2 Brown 运动 在 击 中 1(D 一 0) 前 , 先 击 中 a(a 二 0) 的 概率 


命题 4. 21 对 于 a 二 0,6<0. 有 
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P(T,<=<T,)= 


Ll 


证 明 由 第 3 章 知道 , 当 甲 有 资金 A, 乙 有 资金 一 B 时 , 甲 破 产 的 概率 为 元 由 局. 也 


就 是 说 ,从 A 点 出 发 的 对 称 简单 随机 徘徊 在 击 中 人 A 十 1B1(B<=0) 前 , 先 击 中 0 的 概率 为 


元 加 后 又 显 见 对 称 简单 随机 徘徊 的 概率 ,对 于 地 点 的 平移 是 不 变 的 ,故而 ,从 原点 出 发 
B| 


的 对 称 随 机 徘徊 ,在 击 中 B(B<=0) 前 , 先 击 中 A(4>0) 的 概率 也 应 为 二 让。 


将 Brown 


运动 看 成 Az= VAt 的 随机 徘徊 的 极限 ,就 得 到 


PT < TD) = lim [二 |] = 天 全 
"Tl 


4.6 Brown 运动 的 变种 


4.6.1 漂移 Brown 运动 


{三 pt 十 oB,: 1 三 0) 称 为 分 别 以 yy,o? 为 漂移 系数 .扩散 系数 的 漂移 Brown 运动 , 简 
称 为 漂移 Brown 运动 . 显 见 这 时 有 

(1) =0; 

(2) {&: t 宇 0} 是 独立 增 量 过 程 , 且 具 有 平稳 增 量 ; 

(3) 对 于 任意 ,随机 变量 &~N (pt azt). 

可 以 用 随机 徘徊 近似 漂移 Brown 运动 . 实际 上 漂移 Brown 运动 可 以 作 如 下 的 随机 
模拟 : 

设 {YY} 独立 同 分 布 ,PCY 一) 二 p,POYi 一 一 上 二 1 一 p. 定 义 估 =oAzr (十 … 十 Y[#] ), 则 


Es? 一 Az[ 忘 ]C22 一 D， var(&) (oAz)y’ [| (2p 一 1)2]. 


对 于 充分 小 的 数 /0, 如 果 取 At 二 h ,Ax 二 Yh ,并 且 对 于 给 定 的 常数 ,选取 jp 使 
2p—1=pW (um p= 去 CT+DD， 


那么 当 h 一 0 时 ,有 

Eét > pt, var(ét)—> oi. 
由 中 心 极限 定理 得 到 参 的 近似 分 布 为 N (ji ,ct). 同样 ,如 果 用 多 维 的 中 心 极 限定 理 , 就 
可 以 证 明 随 机 过 程 { 参 : t 三 0} 的 所 有 的 有 限 维 分 布 ,都 收敛 于 漂移 Brown 运动 的 相应 的 
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有 限 维 分 布 . 进一步 可 以 得 到 : 在 h>0 时 ,{ 佑 : :人 0} 作 为 随机 过 程 整体 在 某 种 意义 下 的 
极限 是 漂移 Brown 运动 .于 是 随机 过 程 { 参 : 1 宇 0} 的 任何 泛 函 都 可 以 近似 漂移 Brown 运 
动 的 相应 泛 函 . 


4.6.2 几何 Brown 运动 


如 果 {&: 1t 宇 0) 是 漂移 Brown 运动 , 则 和 三 近 称 为 几何 Brown 运动 . 对 于 几何 Brown 
运动 ,有 

(1) b=1; 

(2) 一 区 服从 均值 为 4 方差 为 27 的 对 数 正 态 分 布 .又 车 5 十 +, 则 轧 * 与 名 并 独 
立 , 且 都 与 如 二 % 同 分 布 . 

命题 4. 22 


pk ok At 
Et: = Ee = e* 2 ， 


从 而 推出 
Et, = ef， 
var(b) = ete (er — 1). 
证 明 ”Ee 是 正 态 随 机 变量 的 矩 母 函数 在 人 处 的 值 , 即 


EE 一 eke 


例 4.4 在 著名 的 Black-Scholes 模型 中 ,人 们 用 随机 变量 P,= Po& 描述 一 种 证 券 在 
正常 时 刻 上 的 价值 ,并 以 。“P, 表示 其 在 开始 时 刻 0 的 折 现 价 . 假定 十 轩 一 5, 那么 折 现 
价 {e*P,: t 宇 0} 是 {B,} 拷 . 


证 明 Ele**P,|B,]= Bap 5,] 
= Pe ? (ed eBB) | B,) = P,er Yt Fes 
三 忆 DD CE 三 太 (Co4S -cr9 一 瑟 


所 以 
Ele™®P, | 下 让 三 二 PP 
例 4.5 假定 100 份 证 券 ,价格 过 程 用 几何 Brown 运动 建 模 , 每 份 证 券 的 初始 价格 为 
P, 王 100.6 一 /一 到 一 0.02. 那 么 ,在 时 刻 上 一 1 有 


2 
(1) EP,=100e+7 =100e*—=103. 05, 
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var(P1) = 10000e*+® (e” 一 1) = 10000e"%(e"®* 一 1) 一 214. 51. 


(2) P(P,>100e"®*)=P(&>0.03) 
0.03 一 0.02 
V0.02 


(3) P(maxe™™”®P,>100e""*)=P(maxe™ "e+ VB, >e.% ) 
o<c<5 o<t<1 


-PNo'D> j= B(0.0707)=0.4782. 


0.04 
=P 人 ML> -各 全] PO4>0 2828) 


中 ‘| 2[1—0.5503]=0. 899 
ge8)]=a01 -0.55090. 9%, 


(4) P(e “*P, 在 到 达 100e “前 先 到 达 100e**) 


0.01 0.02 和 “ 击 
=P(B, 在 到 达 -7 前 先 到 达 | 0.01 十 0.02 3° 


例 4. 6(Black-Scholes 证 券 模 型 的 欧式 期 权 的 定价 ) 设 某 人 拥有 一 份 在 将 来 的 时 刻 
T( 执 行 日 ,executive time) 以 敲定 价格 (striking price)K ,购买 100 股 某 种 证 券 的 欧式 看 
涨 期 权 (European call option). 假设 该 100 股 目前 的 价格 为 y, 且 它 的 随机 价格 过 程 7 按 
照 几何 Brown 运动 变化 , 即 % 二 ye *. 若 到 了 执行 日 工 , 该 100 股 的 价格 高 于 硕 定 价格 
K ,那么 ,他 就 实施 该 期 权 .否则 ,他 可 以 放弃 实施 该 期 权 . 因此 ,在 执行 日 工 他 拥有 的 期 权 
的 平均 价值 为 


to ee 
Emax{%. — K,0)= | Ply —K> wda= [ Pl(ye®r —K> a da 


da. 


= 站 PuT +oBr > me |] 
0 


注意 jpT+oBr~~N(yT,oT)， ey 


| a Ui a dr]da. 
假定 银行 的 连续 利率 为 x. i ,此 期 权 在 开始 时 间 的 价格 应 是 在 执行 日 工 的 折 现 , 即 
e "ELmax{m.—K.,0}]. 

例 4.7 假定 {5s: 1 三 0} 是 漂移 系数 与 扩散 系数 分 别 为 y,o? 的 漂移 Brown 运动 . 求 
在 和 ==j 十 0. lc 条 件 下 ,每 的 条 件 分 布 ? 


解 、 因 为 条 件 生 一 p+0.15 等 价 于 Bi 一 0.1, 各 一 去 1 十 oB3. 而 


1 1 1 1 
Bi |s on ~ 和 N33 x0.1, 寺 (1 })) N(0.05 汪 ) 
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二 人 ~N{£ Ca 
4 |-mer = (经 + N( 和 +0.050, 本 


例 4.8 假定 某 个 证 券 的 价格 是 时 间 以 月 为 单位 的 标准 Brown 运动 ,其 初始 价格 为 
18. 求 在 此 后 的 4 个 月 中 ,其 价格 曾 到 达 21 的 概率 . 

解 价格 的 波动 幅度 为 21 一 18 一 3. 令 Ts 为 标准 Brown 运动 初 达 3 的 时 刻 .那么 ， 
要 的 概率 就 是 


3 
P(Ts 魏 4) 了 |: ol #1 2[L1 一 0.9332] = 0. 1336. 


例 4.9 假定 目前 A 国货 币 与 B 国货 币 等 值 , 而 在 时 刻 t 两 国货 币 的 差 为 CC(7) , 即 在 
时 刻 t,1 元 A 币 兑换 1 十 C(2) 元 B 币 .而 C(1) 是 标准 Brown 运动 的 0.01 售 . A 国 的 某 
投资 人 在 B 国 的 无 风险 环境 下 投资 1 元 ,在 5 年 后 增值 为 B 币 1.5 元 .已 知 1 年 后 A 
币 1 元 等 值 于 B 币 1.05 元 . 求 在 此 条 件 下 ,在 到 期 时 此 资金 至 少 值 1.5 元 A 币 的 条 件 

解 ee 05 一 1 三 0.05. 在 投资 5 年 到 期 时 ,资金 的 B 币值 为 1.5, 而 其 


A 币值 就 是 一 “cj. 于 是 所 求 的 条 件 概率 为 


四 


臣 
2 一 5 | 一 一 [4 
p(T > 1.51cC0) 0.05 P(C(5) <01C0d) = 0.05) 
= P(C(5) —C(1) <—0.05 | C1) = 0.05) 


独立 增 量 性 
P(C(5) 一 C(1) <— 0.05) 


= P(C(4) <— 0.05) 
CC4) 
一 了 去 一 
(各 0 ~ 


0. 5]- 1 一 6(0.25) = 0.4. 


4.6.3 0 点 反射 Brown 运动 
Bf” 至 |B,| 称 为 0 点 反射 Brown 运动 .利用 Gamma 函数 的 性 质 ,可 以 得 到 
ElB, NE vle (1-2) 
4.6.4 积分 Brown 运动 
并 | B.ds 称 为 积分 Brown 运动 , 它 的 近似 积分 和 是 Gauss 过 程 ,因此 积分 Brown 运 


动作 为 Gauss 过 程 的 极限 ,也 是 Gauss 过 程 ,满足 
E 人 (| ad)- 0， 
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cov[| Bdu.| Bdo]= | Gu A wdudo. 
积分 Brown 运动 的 轨道 不 仅 连 续 , 而 且 按 轨道 具有 连续 导数 ,其 按 轨道 的 导数 随机 过 程 
就 是 Brown 运动 . 积分 Brown 运动 不 再 具有 Markov 性 . 但 是 不 难 证 明 , 二 元 随机 过 程 


(| Bas:B ] 却 是 三 维 的 Markov 过 程 . 
习题 4 


1. 对 于 一 维 Brown 运动 B, ,证 明 当 上 _> 十 co 时 ,至 依 概率 收敛 到 0. 
2. 求 & = e'Be 的 协 方差 函数 . 
3. 求 一 维 积分 Brown 运动 一 | 有 ds 的 方差 与 协 方差 丽 数 . 


4. 设 B 为 Brown 运动 ,分 别 求 (D& = oB,i 十 pt ,C2)% = (1 一 DB (tt 过 1),(3)&, 一 
eaBea 的 协 方差 函数 . 

5. 设 s 二 wu 二 i,B, 为 Brown 运 动 . 求 E(B, | B,) ,ECB, |B.),E(B, |B,,B,),E(B, | B,， 
B,),E(B, | B,,B,). 

6. 证 明 Brown 运动 有 空间 平移 不 变性 , 即 

P(B,, €E A|B,=7x)= P(B,, € A+i+z|B,= z+z), 

其 中 A 十 z={y 十 z: yEA)}. 

7. 设 4 二 0, 对 于 Brown 运动 B,(Bo 二 0) ,给 出 在 a 点 的 反射 原理 及 吸附 的 Brown 运 
动 的 概率 规律 . 

8. 对 于 0 一 :<1 ,证 明 在 条 件 B 王 B 王 0 条 件 下 ,B, 的 条 件 分 布 密度 为 N(0,t(1 一 )). 
再 对 Bo 二 a,Bi 二 5b 的 情形 推广 这 个 结果 . 

9. 对 于 0 二 过 ts 过 … 过 t+1. 求 条 件 分 布 P{B(t,41) 夺 x1B(t1)==zx,…,B(t,) 二 xz,} 
和 P{B() 志 x1B(ts) 二 zx,……,B(t,n) 二 x,41) 的 密度 ,并 由 此 再 求 相 应 的 条 件 期 望 和 条 
件 方 差 . 

10. 求 &==B, 一 tBi 及 一 (t 十 1)& 4 的 分 布 .再 对 0<s<t<1 求 & 与 & 的 协 方差 函 
数 与 相关 系数 . 

11. 分 别 求 1B,| ,B" ,B., 一 minB, 及 了 ,一 B" 一 B, 的 密度 .求证 

P{B; >x|D;=0} = exp(— 2/24), 


到 
夫 : 福 风 = (Be 一 BS)?. 求 ES。,E(S， | S,),E(CS,，| S;) ,ES, .并 证 明 
k=1 


习 题 4 
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Ce | = 去 CS. 十 D， 到 SS 三 人 


.对 于 漂移 Brown 运动 , 求 (6 ,6 ,…:5.) 在 点 (zi'zz,…zw) 的 联合 密度 . 
.对 于 漂移 Brown 运动 ,h <ts, 求 条 件 分 布 各 1s 与 名 |, 

.对 于 漂移 Brown 运动 ,s<t, 求 P(&<2o|&=0) 与 P(&,<20|&=0). 
.怎样 的 Gauss 过 程 是 漂移 Brown 运动 ? 

. 证明 Brown 桥 X,= 了 ,一 上 1B, (0 三 t 志 1) 是 Markov 过 程 . 


. 对 于 积分 Brown 运动 & = | B,ds 证 明 (B,,5) 是 二 维 Markov 过 程 . 


第 5 章 随机 微 积 分 ,对 Brown 运动 
的 Ito 积分 与 Ito 公式 


通常 所 说 的 随机 微 积 分 ,就 是 对 Brown 运动 的 积分 与 由 它 发 展 出 来 的 Ito 过 程 及 Ito 
公式 . 因为 其 定义 是 由 日 本 数学 家 Ito 给 出 的 ,所 以 称 为 Ito 积分 . Ito 积分 是 随机 分 析 的 
基本 工具 . 

随机 微 积 分 的 内 容 ,涉及 较 深 的 数学 ,要 真正 表达 清楚 ,需要 测度 论 等 较为 严格 的 数 
学 工具 .我 们 不 希望 过 多 地 使 用 严格 数学 . 因此 ,我 们 叙述 定义 与 定理 时 所 要 求 的 条 件 不 
求 精确 ,而 更 多 地 关注 于 用 典型 例子 开路 给 出 其 想法 ,以 求 随机 微 积分 的 思想 精髓 . 

随机 微 积分 的 对 象 是 一 种 特殊 的 随机 函数 , 即 Ito( 随 机 ) 过 程 . 大 家 知道 ,在 普通 微 积 
分 中 ,复合 函数 的 微 积 分 是 函数 研究 的 精髓 . 而 Ito 过 程 的 复合 函数 ,也 是 随机 微 积 分 的 
主旋律 . 普通 函数 的 微分 与 积分 是 一 对 互 道 的 运算 . 对 于 较为 简单 的 函数 ,人 们 常 以 函数 
的 导数 作为 起 点 ,进一步 得 到 微分 与 积分 的 运算 与 理论 . 然而 ,事实 上 对 于 复杂 的 函数 , 积 
分 却 比 导数 更 容易 理解 ,处 理 与 推广 ,而 且 更 容易 于 近似 计算 . 由 此 人 们 认识 到 ,以 积分 作 
为 微 积分 的 核心 是 更 为 合理 的 . 而 随机 微 积分 正 是 以 对 Brown 运动 的 积分 , 即 Ito 积分 ， 
作为 核心 发 展 的 . 

为 了 了 解 对 Brown 运动 的 积分 与 普通 积分 的 本 质 不 同 ,我 们 先 要 叙述 普通 定 积分 的 
一 种 简单 推广 ,就 是 Stieltjes 积分 . 然而 ,我 们 并 不 能 对 每 一 条 Brown 轨道 B, == B,(w) 
(wEQ 固定 ) 定 义 Stieltjes 积分 ,而 要 用 Ito 的 办 法 ,将 Brown 运动 作为 随机 函数 ,对 它 整 
体 地 定义 积分 . 


5.1 实 值 函数 的 Stieltjes 积 


5.1.1 对 单调 函数 的 Stieltjes 积分 


命题 5.1 设 F(7) 为 区 间 [La,b5] 上 的 单调 递增 函数 ,g (71) 为 连续 函数 .对 于 La,65j 的 一 
个 划分 
a=# 三 下 
5 (0 对 下 (的 Riemann-Stieltjes 和 定义 为 
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Seeyrity FOR) Ht 
那么 , 当 划分 的 最 大 半径 
二 =) 
趋 于 0 时 ,可 以 证 明 Stieltjes 和 具有 不 依赖 划分 和 去 们 的 选取 的 极限 ,将 这 个 极限 记 为 
sooare， 称 为 g(1) 对 F(z) 的 Stieltjes 积分 . 


假定 F(t) 是 随机 变量 的 分 布 函数 . 如 果 


b 
| | dFOD 和 Elim | | | dFCD) 


a 


btoo 
存在 , 则 
|aro lim | raFco 
6 一 +oo 
也 存在 ,这 时 有 


Eé€ = |aro). 
如 果 F(t) 有 导数 f(D= 守 ,县 If | 可 积 , 那 么 ,Stieltjes 积分 就 可 以 转化 为 普通 的 
定 积分 
b b 
[sware = | g(t fdt. 
如 果 g(z) 连 续 可 微 ,那么 ,Stieltjes 积分 的 计算 也 可 以 转化 为 定 积分 计算 : 
[gwar = [Lg(O)F(O) — g(a)F(a)] —| Fad. 


(将 两 个 积分 的 积分 和 相 加 后 简化 , 取 极限 便 得 ). 
5.1.2 对 有 界 变 差 函数 的 Stieltjes 积分 
为 了 和 弄 清楚 Stieltjes 积分 中 F(z) 的 应 用 范围 ,我们 介绍 有 界 变 差 函 数 的 概念 如 下 . 
定义 5.1 对 于 区 间 [a,5b] 如 下 的 一 个 划分 Po wp : 
a=1" < < = 
我 们 将 
VCPo ep) 至 | fm) — fm) | 十 …… 十 | fo) — fa8,) | 
称 为 函数 f(z) 在 划分 上 的 变 差 ,并 将 Fo 在 所 有 的 划分 上 的 变 差 的 上 确 界 : 
Vea( 有 和 尘 pSup VOPen .a ) 


称 为 函数 f(z) 在 区 间 [La.5] 上 的 全 变 差 . 
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在 区 间 [a,5] 上 全 变 差 为 有 限 值 的 函数 , 称 为 在 区 间 [a,5] 上 的 有 界 变 差 函 数 
(bounded variation function) ,或 有 界 变化 函数 . 

在 不 会 混淆 的 情形 下 ,Vrca( 亡 常 将 简单 地 记 为 V( 亡 .从 定义 可 以 直接 验证 ,如 果 
a 三 c 过 b, 则 有 

Viaa Cf) = Vea lf) + Ven f). 

有 关 有 界 变 差 函数 的 基本 事实 如 下 . 

(1) 关于 有 界 变 差 函 数 结构 的 基本 定理 是 : 函数 是 有 界 变 差 函数 的 充分 必要 条 件 
是 , 它 是 两 个 单调 增 函 数 的 差 . 这 里 的 单调 增 函 数 在 不 计 一 个 常数 加 项 外 是 唯一 的 . 

单调 函数 是 (从 而 有 界 变 差 函 数 也 是 ) 几 乎 处 处 可 导 的 , 即 它 的 不 可 微 的 点 的 全 体 , 记 
为 N。, 是 在 下 述 意义 下 的 “ 零 测度 "集合: 


对 于 任 给 e>>0, 存 在 区 间 列 {1;,i 宇 1} ), 使 中 LN 有 的 长 度 小 于 3 


(2) 连续 函数 一 般 并 不 是 有 界 变 差 函数 .反之 ,有 界 变 差 函数 一 般 也 并 不 一 定 连 续 . 
(3) 最 简单 的 有 界 变 差 函 数 是 某 个 区 间 上 的 示 性 函数 . 
(4) 两 个 有 界 变 差 函数 的 线性 组 合 是 有 界 变 差 函 数 . 
因为 F(z) 是 有 界 变 差 函 数 总 能 表示 为 两 个 单调 递增 函数 的 差 
F(t) = F(t) — F,(t), 
所 以 可 以 定义 Stieltjes 积分 


b b b 
[gwWarw = [oa (2) — [garsn). 


注 1 当 FQ)=t 时 ,Stieltjes 积分 就 是 普通 微 积 分 中 的 定 积分 . 
注 2 如果 不 假定 函数 g(t) 的 连续 性 ,也 不 假定 F(7) 的 单调 性 , 当 划 分 的 最 大 半径 


Ns max{t9 —t"} 
趋 于 0 时 ,只 要 Riemann-Stieltjes 和 具有 不 依赖 划分 和 们 的 选取 的 极限 , 则 称 g(z) 对 
F(t)Stieltjes 可 积 , 并 称 此 极限 为 (0 对 F(z) 的 Stieltjes 积分 . 

Stieltjes 积分 的 存在 性 理论 ,是 与 定 积分 的 存在 性 理论 完全 类 似 的 . 粗略 地 讲 , 为 了 
使 g(7) 对 下 (7) Stieltjes 可 积 ,F(t) 在 每 个 局 部 不 能 有 无 界 的 变 差 ,所 以 ,在 一 般 情形 ， 
F(t) 的 有 界 变 差 性 几乎 是 不 可 缺 的 .但 是 ,如 果 g(t) 连 续 可 微 ,那么 ,对 于 任意 连续 函数 


F(7) ,我 们 可 以 通过 定 积分 用 如 下 的 公式 ,来 定义 g(1) 对 F(z) 的 Stieltjes 积分 : 
[gwar ETg(p) FD) — g(a)F(a)] —| Fa'dr. 


事实 上 ,这 样 的 补充 定义 的 意义 并 不 太 大 ,因为 定义 Stieltjes 积分 的 目的 ,本 来 就 是 
要 处 理 一 些 普通 的 定 积分 不 能 处 理 的 问题 ,既然 定 积分 已 经 能 表达 了 ,再 写成 Stieltjes 积 
分 就 只 是 形式 的 不 同 , 有 时 只 是 看 似 简单 一 些 而 已 . 
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5.2 对 Brown 运动 的 随机 积分 


引 理 5.2 对 Brown 运动 1B,: 上 过 0} 有 
P(o: B,(w) 是 上 的 处 处 连续 , 且 处 处 不 可 微 函 数 ) = 1. 
证 明 只 需 考 虑 ztE[L0,1] 情 形 . 假设 对 于 固定 的 w, 函 数 B,(w) 在 t 二 s(E€(0,1)) 可 


微 ,那么 存在 mo。 及 1, 只 要 mn 三 mo 以 及 | 一 s| < 十 ,就 有 1B,(w) 一 BG)1<ii 一 sl 


当 nn 二 4m 时 , 令 ;一 [ns] 十 1, 则 夺 [bltl : .于 是 对 j=i 十 1,i 十 2， 


i 十 3 有 | 二 一 s| ,|s | < 二 < 二 ,故而 
n n n m 
1Bi—Ba |l<|Bi—B.l|+|B,—Ba| 
< 中 s|42ls 三 |<i(4+4) 8 
n n n n n 
记 


Ais = {0 | Bi (0) — Bo) I<7,j = i++ 二 25 十 引 
则 显然 Ai 对 于 /7 递增 . 并 且 由 上 面 的 取 法 得 到 
{w: 3sE (0,1) ,Bl(o) 在 点 :可 微 ; CU 站 门 U a. 


mm n>4m i<n-3 


然而 ,由 于 
P(N) Uh)< P(N Mb) Sm maxP (Asn). 


n> dm i<n-3 


3 ， 
<HmPp{| Bi —Ba( I<e Lt) =5m2|" 1 ed 
加 5m 0 


于 是 
P(N NM U As)=o 


m>mon> hm i<n3 


从 而 Plw: 3s€(0,1D),B,(oy) 在 :可 微 ;<P(U 外 U4)=0. 


l mmon>hm i<n—3 


读者 完全 可 以 忽略 引 理 5.2 的 证 明 . 
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推论 5.3 对 Brown 运动 {B,: :过 0} 有 
P(w: B,(w) 在 某 个 有 限时 间 区 间 上 有 界 变 差 ) = 0. 

证 明 因为 有 界 变 差 函 数 是 两 个 单调 函数 的 差 ,所 以 几乎 处 处 可 导 . 

这 就 是 说 ,Brown 运动 的 样本 轨道 函数 在 任意 区 间 上 都 不 是 有 界 变 差 的 . 这 一 点 决 
定 了 对 Brown 运动 的 积分 的 特殊 性 .为 了 剖析 得 更 清晰 一 些 , 下 面 我 们 从 最 简单 的 特殊 
情形 开始 定义 对 Brown 运动 的 积分 ,然后 逐渐 地 扩展 它 的 含义 . 

5.2.1 实 值 函数 对 Brown 运动 的 积分 


如 果 f(z) 是 定义 在 [0,T]J 上 的 实 函 数 , 如 何 定义 它 对 Brown 运动 的 积分 呢 ? 

因为 Brown 运动 的 样本 轨道 函数 在 任意 区 间 上 都 不 是 有 界 变 差 的 ,所 以 即使 对 于 
一 般 的 连续 函数 f() ,仍然 不 能 对 每 个 固定 的 基本 事件 w, 将 f(1) 对 Brown 运动 的 积 
分 定义 为 对 Brown 运动 的 样本 函数 B,(w) 的 (分 别 按 轨道 的 ) Stieltjes 积分 


全 TY 
| /oDaBco (S| f(D dB ). 
0 0 


然而 ,对 于 连续 可 微 而 且 满 足 14(0) 三 f(T)==0 的 函数 f(7) ,我 们 可 以 用 下 面 的 式 子 
定义 f(t) 对 Brown 运动 的 积分 : 


x 下 
| roaBew -—| f (WB (wdt, 
0 0 


有 人 将 这 种 特殊 的 积分 称 为 Paley-Wiener-Zygmund 积分 . 它 确实 可 以 认为 是 “ 按 轨道 的 
积分 . 这 样 的 积分 是 一 个 随机 变量 ,除了 线性 性 质 外 , 它 满足 


rT 
Ll zl] f(DdB,(w) |= 0; 
(1.2) E[| readBcn] = | forar, 


区 Y 
cov (| rodBw ,| caB,c )=| f(Dg(t)dt. (g(t) 连续 可 微 ). 
证 明 由 于 了 (4) 是 连续 函数 ,这 里 用 了 取 期 望 运算 与 积分 运算 的 可 交换 性 . 
《| 沪 E[| fdB.0]=—E[] fF Ba]=—] 7 ELB, C0) Jd =0. 


PS $Y 
(1.2) [| fF WaB,co) de f (5)dB.(w)ds]| 
x 证 
-| dr fF WF VELB,(w)B,(w) Jds -| | fF DF tA sdsdt 
t 本 
-| f 0 [| cosds 十 中 万 Cd] dz( 利 用 fC0) = f(T) = 0) 


k t 和 F 
S| al f(sds tf 0D |]dt =-| fo| fs) dsdt =| fdt. 
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注意 ,如 果 所 ,了 都 连续 可 微 ,满足 f, (0)==f,(T)=f(0)=f(T)=0, 且 
J 16D 一 /OD [re 一 0, 那 么 ,由 (1.2) 有 


业 2 2 T 
E[| fdB,co) -| feaB,ce)] = | f(D 一 Fo lidt—>0, 
T 2 
即 上 f(DdBi(w) 均 方 收敛 到 | fedB,cew), 因此 El fdaB,co)] 收敛 到 
[| reodBeo)] . (1.2) 中 最 后 的 等 式 得 自 
T 
cov(|- fdB Ce) ,| gdB,ce)) 


_ #2 tedB |-E[ /dB ]— E[| soozaaew] ): 

虽然 对 于 没有 导数 的 函数 ,如 上 的 定义 显然 不 可 行 . 可 是 以 上 的 收敛 方式 仍然 相当 本 
质地 揭示 了 随机 积分 间 应 有 的 极限 联系 . 

现在 我 们 要 对 连续 函数 f(7) ,定义 它 对 Brown 运动 的 积分 . 

对 于 连续 函数 f(7) ,仍旧 考虑 区 间 [0, 丰 的 划分 : 

0=1m < <= Th max { 直 一 可 } 一 0， 
四 0SkEN, -1 
并 且 作 f() 的 梯形 近似 函数 
f(D ED FEM Tam nlt), 
k=0 

(请 注意 ,ti” 是 划分 的 区 间 的 左 端点 ) 并 定义 如 下 的 积分 和 


def 


IL,(w) 宇 f(D dB, Cw) Ta ) Bi, (w) 一 Bi (w)). 
这 时 虽然 有 .4D 一 /CD ,可 是 对 于 固定 的 w, 极 限 lim 1(w) 一 般 并 不 存在 ,故而 我 们 无 
法 直接 将 | fodBco) 定义 为 lim 了,(w). 
一 般 性 的 数学 思维 是 在 不 能 做 到 存在 极限 时 ,减弱 极限 的 含义 ,使 得 在 较 弱 的 意义 下 
极限 存在 . 就 是 说 ,如 果 我 们 退 一 步 ,不 再 要 求 lim 了 ,Cw) 对 每 一 个 w 都 存在 ,而 将 五 竺 


I,(w)(wE€0) 看 成 随机 变量 列 ,那么 , 它 在 按 均 方 收敛 的 意义 下 (因而 也 依 概率 收敛 的 意 
义 下 ) ,就 可 以 有 一 个 极限 随机 变量 . 为 了 看 清楚 这 一 点 ,我 们 只 需 证 明 ,1 在 L*(Q) 中 确 
实 存 在 (从 而 唯一 的 ) 一 个 极限 (CL*(Q) 中 收敛 是 平均 收敛 ,与 普通 收敛 是 不 同 的 ,但 是 它 
蕴涵 了 依 概 率 收敛 ,也 就 是 至 少 强 于 依 概率 收敛 ), 从 而 可 以 将 这 个 极限 随机 变量 定义 为 


f(D 对 Brown 运动 的 积分 ,并 记 为 | (4)qB,. 对 此 ,我 们 在 下 面 的 课文 中 ,将 给 它 一 个 


较 细 的 阐述 ,并 显示 数学 工具 所 发 挥 的 作用 . 
定义 5.2 如果 (0,T]] 的 子 区 间 (s;,ti](i 二 1,2,…,m) 两 两 不 相交 , 则 称 
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sD Eolo wi 
为 梯形 函数 . 对 于 任意 固定 的 基本 事件 w .定义 梯形 函数 对 Brown 运动 的 积分 为 
| &(DdB,Cw) maid — B, (w)). 


一 个 梯形 函数 的 不 同 表示 在 不 计 零 概率 事件 差异 下 并 不 会 影响 作为 随机 变量 的 
积分 的 “ 值 ” 


| sepaBico 通常 简单 地 记 为 | gC0dB,. 
引 理 5.4 梯形 卫 数 g(1) 对 Brown 运动 的 积分 满足 (这 些 性 质 相 同 于 (I.1) 与 (I.2)) 
[| ni 吉 0， 


[| &(OdB(o)] =— > ca 一 -= 人 | gC2) 12dz. 


后 者 是 梯形 函数 1g(z) 1 的 定 积分 . 
证 明 利用 Brown 运动 的 独立 增 量 性 质 


E[| seodaco] = E[ DocB, co) 一 BCo))] 
i=0 
= Sa [LB, (w) 一 B, (ow)]? 


-> 人 -= | g(z) 12dz。 
引 理 5.5 ”对 于 如 上 定义 的 连续 函数 00) 的 梯形 近似 函数 列 / (2), 有 
I | .PC — £0) 12dt 一 0. 
证 明 在 有 限 区 间 [0,T] 上 , 任 给 e 二 0, 只 要 充分 大 ,就 有 |f,(1) 一 f(z)1<e. 于 是 
| | f.00)— £0 12d 一 eT. 


后 者 能 充分 小 . 
推论 5.6 对 于 连续 函数 f(7) 的 梯形 近似 函数 列 f, (1) ,及 上 面 定义 的 五 (o) 有 


I ew = El] fwdB.] | | fC02) |?di. 
于 是 ,1, 是 L?(Q) 中 的 Cauchy 列 . 从 而 I 在 L*(Q) 中 有 极限 , 记 为 L*(0)- lim 7 
证 明 注意 两 个 梯形 函数 的 差 仍 是 梯形 函数 , 故 当 z,m 十 cc 时 有 
11 = 1 fa Fa 


<2[| [10 一 Fo) Pd 二 | | fo— ft) ld]=0. 
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定义 5.3 ”对 于 连续 函数 f(1) 的 梯形 近似 函数 列 f, (7) ,及 上 面 定义 的 I,(w) ,定义 
def 


T 
| feaB, EL2(0)- lim I(w) = L?(0)- lim | f(DdB,. 
0 nt nm 十 coJ 0 


即使 在 限制 Brown 运动 的 被 积 函 数 是 确定 性 函数 的 情形 ,对 于 jz) 的 连续 性 要 求 仍 
然 过 强 . 事实 上 ,如 果 只 要 求 f(z) 平 方 可 积 ( 它 包 括 了 大 量 不 连续 也 数 ), 即 只 要 求 定 积分 


Ao?ar 过 + (一 般 还 可 以 推广 为 比 定 积分 广 的 Lebesgue 积分 ), 上 面 的 路 线 仍 是 可 
行 的 . 具体 地 说 ,我 们 有 下 面 的 引 理 . 
引 理 5.7 如 果 ] f(D?dt 一 + oo, 那么 存在 梯形 函数 列 ,C4) 满 足 (也 称 为 均 广 
近似 ) 
上 | f(D) —f0) ldt— 0. 
证 明 这 里 只 给 出 论证 的 纲要 . 对 于 很 小 的 人 , 令 
gt) = 工 | fod 


(事实 上 在 上 一 工 处 还 需要 作 一 点 小 小 的 修改 ,我 们 在 此 并 不 拘泥 于 过 多 的 细节 ), 则 
g(t) 是 连续 函数 ,而 且 能 “ 均 方 地 近似 ”f(1) , 即 


I | gt) — fC0) |?dt — 0. 
0 


再 用 梯形 函数 近似 gj (1)( 引 理 5. 5). 用 取 “ 对 角 线 ”方法 就 能 得 到 f(7) 的 均 方 近似 梯形 函 
数列 . 


定义 5.4 如 果 | Fozd 二 十 吕 , 且 梯形 函数 列 广 (D) 满 足 | | f(D)—f0) ld—>0 
(这 时 | 六 CodB， 是 L?(Q) 中 的 Cauchy 列 ) ,定义 


全 T 
[rooaa， = L?(0)- lim | f(D dB,. 
6 二 


注意 ,在 积分 中 的 + 是 哑 变 量 (dummy) ,相当 于 “被 求 和 ”的 变量 ,所 以 在 结果 中 是 不 
会 出 现 的 . 这 个 积分 是 一 个 随机 变量 . 不 难看 出 ,不 同 的 均 方 近似 函数 序列 的 取 法 并 不 影 
响 此 积分 . 


完全 类 似 地 定义 | f(s)dB,. 显然 有 


[rowaB, = [fewaB, 一 | faB,. 
将 实 值 函 数 对 Brown 运动 的 不 定 限 的 积分 视 为 随机 过 程 : 
& = fdB,. 
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那么 ,有 实 值 函数 对 Brown 运动 的 积分 的 性 质 
命题 5.8 对 于 


伟 = | rodp,: :中 
(1) 它 是 Gauss 过 程 ， m(z) 二 0, 相 关 函 数 为 
E (| reoaa.| foras.) =- 六 iui 


(2) 它 是 独立 增 量 过 程 .而 且 | /0dB, 与 时 刻 * 前 的 资料 1B,。 w<s) 是 独立 的 , 妈 
| rpaB. 与 任意 B, 可 知 随机 变量 都 是 相互 独立 的 . 


(3) 如 果 | 了 (01 三 1(0 达 习 , 则 全 = [fewaB,: 1 之 9} 也 是 一 个 Brown 运动 . 
(4) elireoda eh 02d 


证 明 因为 随机 过 程 {人 到 |， fw dB,: 4 宇 0} 是 均值 为 0 的 Gauss 过 程 , 且 满足 


(2) ,由 定理 1.10 可知 { 一 | rowaB,: 1> 0] 也 是 均值 为 0 的 Gauss 过 程 ,并 满足 (2). 
0 那么 
6 一 6 一 [evaB, 及 No 17co fdej= No 


可 知 (3) 成 立 . 又 因为 对 于 固定 的 +， | reoaa 二 N(o.| fonsan) 是 Gauss 随机 变量 ， 


由 Gauss 随机 变量 的 基本 事实 就 得 到 (4). 
命题 5.9 


cov| | f (dB,, sDdB,) f WdB, gs(DdB,) fg dt. 
eel) seoislsonajel 
证 明 我 们 有 

var(| rcoaB)- E(| rcoaB) 一 [oyas. 


& 一 | reoaa,， 二 | sooap. 
再 利用 
cov(&,D) 一 于 [var(e 十 DD 一 var(E 一 力 ] 


便 得 命题 . 
Ito 不 定 限 积分 是 一 个 关于 时 间 t 的 随机 函数 ,也 就 是 一 个 随机 过 程 , 它 具 有 下 面 一 
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系列 的 款 性 质 . 

命题 5. 10 伟 一 | renaB,: >0} 是 (B,) 款 . 

证 明 对 于 梯形 函数 f, (7) ,对 于 s 二 i, 将 s 当 作 一 个 分 点 ,加 入 到 梯形 函数 f, (7) 的 
梯形 表达 式 中 , 青 对 8? 一 |/,G0dB, 利用 Brown 运动 的 独立 增 量 性 得 到 

下 (6 |B.)= 下 (6 —é" |B.)+E(é"® |B,) 
= EG" —#") + | 六 CodB, = #. 

所 以 Sm 一 | reoaa， 是 (B,) 蒜 . 再 用 推论 3. 14 ,就 得 到 5 一 reoaB， 是 (B,) 鞠 . 

命题 5.11 记 

= (jrewas,) —| fora, 

则 ({w: :过 0} 是 (B,) 蒜 , 称 为 随机 积分 的 平方 可 积 蒜 . 

证 明 对 s</, 因 为 | /GudB, 与 1B,: w<s) 是 独立 的 ,所 以 

E([ reodB.| 00aB.] Bi »<5)= (fe0aB.)e (| odaB, | B,: "< 
= (| roa， )jE(| eas, )=" 

从 而 

E((J 0aB,) :Se :)= El [eas. 二 | 7eoadB.] ei <;) 

= (| coaB.) 十 E(| 0008.) 


本 (jrewaB,) 十 | Poodu 


洲 2 | 
En | B,:u<s)= E[ (fewaB.) 一 | roord | B。， <;] 


= (| rcoaB.) 二 | Poode 一 | fo au 一 也. 
命题 5.12 记 
= efoto, 
则 {5&: 1 三 0} 也 是 (B,) 拷 , 称 为 随机 积分 的 指数 著 . 
证 明 因为 | /CdB, 一 二 | ro*d 与 (B,: w<s) 独 立 , 且 


78 第 5 章 随机 微 积分 ,对 Brown 运动 的 Ito 积分 与 Ito 公式 


J reoaz， 过 N(o,f | Fi) [du), 
所 以 由 命题 5. 8 的 (4) ,有 
下 (ereoaa -让 rose [Bsus)= E el 9a 3 ) = eH wap el an, 一 1. 
从 而 
EC& | Be: us) = CE ds | Box 去 5) = &. 
注 若 f(t) 连 续 可 微 , 则 可 以 将 随机 积分 化 成 为 如 下 的 按 轨道 的 普通 积分 : 


b b 
[owas, = [f(6)B, — f(a)B,] 一 | roBd 


为 此 只 需 验 证 两 边 的 差 的 方差 为 0. 
特别 地 有 


am， = 1B, | B.ds， 
0 0 
即 
| B.du = 1B, —[ sdB,. 
0 0 


它 建 立 了 积分 Brown 运动 与 对 于 Brown 运动 的 积分 间 的 联系 . 

实 值 函数 对 Brown 运动 的 积分 在 物理 中 的 应 用 过 于 受 限制 . 而 随机 积分 的 引进 , 主 
要 来 自 物理 等 领域 ,在 那里 研究 的 运动 ,是 一 个 受到 随机 干扰 的 系统 的 输出 ,最 简单 的 情 
形 是 输入 受到 了 像 Brown 运动 那样 的 随机 力 的 干扰 的 一 个 常 微分 方程 的 解 , 即 随机 微分 
方程 的 解 . 由 于 输入 是 Brown 运动 的 随机 干扰 .方程 的 解 中 所 涉及 的 积分 就 是 对 Brown 
运动 的 积分 . 又 由 于 一 般 地 随机 干扰 的 系数 不 仅 依赖 于 时 间 ,而且 更 常见 的 是 还 依赖 于 位 
置 ,故而 在 经 过 随机 干扰 后 的 系数 就 是 随机 过 程 . 因此 ,所 涉及 的 积分 的 被 积 函 数 一 般 地 
将 是 随机 过 程 . 这 样 ,我 们 就 必须 定义 随机 过 程 对 Brown 运动 的 积分 . 


5.2.2 随机 函数 (随机 过 程 ) 对 Brown 运动 的 积分 


随机 函数 (随机 过 程 ) 对 Brown 运动 的 积分 是 随机 微 积 分 的 主体 . 

一 般 的 随机 过 程 对 Brown 运动 的 积分 , 称 为 Skorohod 积分 ,这 种 积分 的 定义 较为 复 
杂 , 但 是 对 于 被 积 随机 过 程 的 限制 较 少 ,而 这 种 积分 的 性 质 也 较为 特殊 ,故而 目前 其 应 用 
范围 还 相对 地 受 局 限 , 更 多 地 见 之 于 较为 理论 性 的 研究 中 ,例如 ,物理 中 的 规范 场 的 数学 理 
论 基 础 ,或 随机 粒子 对 于 随机 介质 边界 的 反射 运动 或 穿 透 运动 等 的 研究 中 . 本 书 不 予 探究 . 

但 是 如 前 面 所 论述 的 ,受到 Brown 运动 {B,: t 宇 0} 所 随机 干扰 的 物理 或 工程 系统 ,其 
输出 的 解 中 所 涉及 的 积分 的 被 积 随机 过 程 ,从 其 受到 的 干扰 的 历史 看 ,应 该 是 (B,) 可 知 的 
( 即 适应 的 ) 随 机 过 程 . 这 说 明 我 们 需要 的 积分 是 (B,) 可 知 的 随机 过 程 对 (B,) 的 积分 . 这 就 
是 20 世纪 中 叶 日 本 数学 家 Ito 所 定义 的 随机 积分 . 其 后 ,人 们 称 这 种 积分 为 Ito 积分 . 也 


5.2 对 Brown 运动 的 随机 积分 79 


就 是 说 ,Ito 积分 源 自 Brown 运动 驱动 的 随机 微分 方程 的 解 的 表达 与 分 析 . 

让 我 们 回忆 , 当 基 本 事件 固定 时 ,随机 过 程 8, 蔚 画 Co) 的 一 个 样本 函数 ,或 轨道 ， 
就 是 将 B,(w) 作 为 1 的 函数 . 如 果 样 本 函数 都 是 z 的 连续 函数 , 则 称 随机 过 程 B, 具有 连续 
轨道 ,或 称 @, 为 连续 的 随机 过 程 . 而 Brown 运动 就 是 连续 的 随机 过 程 . 

(1) (B,) 可 知 的 随机 过 程 对 Brown 运动 1B,: 人 0) 的 Ito 积分 

考虑 区 间 [a ,65] 的 划分 : 

a=t max 0 
并 定义 (B,) 可 知 的 随机 过 程 更 的 如 下 积分 和 


To) EY) Bm (wo) Biw (w) — Biw (w)). (5.1) 
k=0 


1 


如 同 被 积 函 数 为 实 值 函 数 的 情形 ,将 随机 变量 I 全 1,(w) (wE 0) 看 成 L(Q) 中 的 
元 . 由 于 数学 上 纯 技 术 的 原因 ,现在 的 相应 于 定义 5.2 的 随机 版 本 ,应 作 如 下 的 修改 . 
定义 5.2” 如 果 (0,T] 的 子 区 间 (si,t](i 二 1,2,…,m) 两 两 不 相交 , 且 随 机 过 程 到 
是 梯形 随机 过 程 , 即 它 有 表达 式 
更 一 Yo 1ol), (5.2) 


1 一 1 

且 其 中 的 系数 随机 变量 @, 为 了 B, 兰 {B,: us;} 可 知 的 , 则 称 随机 过 程 @ 为 (B,) 可 料 的 梯 
形 过 程 . 

一 般 的 非 梯形 随机 过 程 的 (B,) 可 料 性 概念 是 随机 过 程 的 一 般 理 论 中 的 一 个 深入 的 概 
念 , 它 远 比 随机 过 程 的 (B,) 可 知性 概念 复杂 ,要 求 的 条 件 也 强 得 多 ,我 们 不 准备 介绍 . 在 这 
里 我 们 只 给 出 梯形 随机 过 程 的 (B,) 可 料 性 概念 . 一 个 梯形 随机 过 程 的 (B,) 可 料 性 ,要 求 随 
机 变量 8 是 B, 可知 的 ,而 一 个 梯形 随机 过 程 的 (B,) 可 知性 , 则 只 要 求 随机 变量 加 是 也， 
可 知 的 ,又 因为 si<ti,B; 代表 si 前 历史 , 它 比 代表 t; 前 历史 的 B, 少 得 多 ,所 以 (B,) 可 和 料 
性 要 求 比 (B,) 可 知性 要 求 高 得 多 . 

对 于 任意 固定 的 基本 事件 ,定义 (B,) 可 料 的 梯形 过 程 B, 对 Brown 运动 的 积分 为 


| [O16 dB,ce) ED GB, —B,), (5. 3) 
i=0 i=0 


称 为 可 料 的 梯形 过 程 更 的 Ito 积分 . 显然 , 它 是 一 个 随机 变量 . 
同样 ,一 个 (B,) 可 料 梯形 过 程 的 不 同 表示 在 不 计 零 概率 事件 差异 下 不 会 影响 积分 . 


(0B) 可 料 的 梯形 过 程 四 的 Tto 积分 | dB,(w) 通常 简单 地 记 为 | BdB,. 
引 理 5.4， 〈B,) 可 料 的 梯形 过 程 @ 的 Ho 积分 满足 
E[| maB,]- 0， 
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了 2 
Joan, - 


Ml 
Do, ls =| gla. (5.4) 
i=0 0 


后 者 是 随机 梯形 函数 | @, | *( 尝 E16g,|?) 的 定 积分 . 
证 明 和 的 (B,) 可 料 性 ,以 及 条 件 期 望 的 性 质 ,我 们 得 到 


(| aaa 更 dB, ] = | (B, -a)| 
一 本 2 8(B,—B, ,+20, &, (B, — B, )(B, -8,)| 


二 万 SE®: (B, —B,)’ | B,)+22)E(®,®, (B, —B, )(B, —B,) [9,)| 


j<k 


一 也 2 E((B, —B,) | B,)+22)8, (B, —B, )E(®, (B, —B,) 1 


j<k 


j<k 


二 万 Ds-»|= Doi 一 5) = 2, | —s). 


i=0 


这 个 引 理 的 证 明 . 充分 利用 了 条 件 期 望 的 以 下 性 质 , 即 对 于 信息 源 为 可 知 的 随机 变 
量 ,在 对 信息 源 取 条 件 期 望 时 ,可 以 当 作 "常数 "一 样 处 理 , 而 梯形 随机 过 程 的 可 料 性 要 求 ， 
不 仅 保证 了 在 区 间 (t ,t+1] 上 随机 变量 更 是 {B,: st} 可知 的 ,而 且 要 求 它 对 于 更 小 的 
信息 源 {B,: s 委 如 } 也 是 可 知 的 , 正 是 这 个 加 强 的 要 求 , 确 保 了 在 对 {B,: s 二 44) 求 条 件 期 望 
时 ， ee 样 从 条 件 期 望 运算 符号 中 拿 出 去 . 故而 梯形 随机 过 程 


= BEB, —B,)+22)8, (B, —B, EC®, ((B, —B,) | B, 8,)| 


3 可 知 的 随机 过 程 Bl|E | 更 (wo) 1:dz Fe (5.5) 
对 必 中 的 元 素 更 苦 {@ : 上 二 0) ,更 至 { 卫 :二 0) ,可 以 定义 如 下 的 内 积 ， 
((@,V)) 坚 E(B¥ dt. (5.6) 


(在 @. , 都 是 连续 的 随机 过 程 时 , 右 方 的 积分 是 普通 的 定 积分 ,在 一 般 的 情形 , 右 方 的 积 
分 是 定 积分 的 一 种 推广 ,在 实 变 函 数理 论 中 称 为 Lebesgue 积分 . 当 被 积 函数 的 定 积分 存 
在 时 ,这 种 积分 与 定 积分 是 相等 的 ,而 当 被 积 函 数 的 连续 程度 不 好 而 使 定 积 分 不 存在 时 ， 
Lebesgue 积分 常会 存在 . 然而 Lebesgue 积分 很 难 直 接 计 算 , 因 此 它 更 多 地 用 在 理论 分 
析 ,通过 它 建 立 某 些 理论 上 的 重要 联系 ) 和 范 数 


I oe El de (5.7) 
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不 难 验 证 人 具有 与 L*(Q) 非 常 类 似 的 性 质 , 即 在 内 积 ((@, 亚 )) 下 成 为 Hilbert 空间 . 

对 于 忆 中 的 连续 随机 过 程 8, ,及 区 间 [0,T] 的 任意 划分 : 

0= 吉 过 加 过 王 之 顽 =T， 和 max ,tn = 0 
对 于 固定 的 n, 可 以 直接 验证 ,和 数 
B® ED Bw Tm nn (0) + Bolio (2) 
天 

(注意 : 取 的 是 左 端点 处 的 值 @;”!) 是 一 个 (B,) 可 料 的 梯形 随机 过 程 , 称 为 近似 更 的 (B,) 
可 料 的 梯形 随机 过 程 列 . 

引 理 5.5” 对 于 必 中 的 连续 随机 过 程 8,, 及 其 近似 的 (B,) 可 料 的 梯形 随机 过 程 列 
GB ? 有 


T 
咱 @” 一 更 = 如 | 5 一 更 1?dt 一 0. (5.8) 
0 


更 一 般 地 ,我 们 还 有 下 面 的 引 理 . 
引 理 5.5” 对 于 忆 中 的 随机 过 程 @. ,必定 存在 (B,) 可 料 的 梯形 随机 过 程 列 B1”, 使 得 
在 2 一 十 cc 时 有 


中 @" 一 更 川 :一 如 | @m 一 更 |:dt 一 0， (5. 8) 
0 


从 而 @ 思 是 尼 中 的 Cauchy 序列 . 

易 见 引 理 5. 5 是 引 理 5. 5 的 特殊 情形 . 引 理 5.5" 也 是 定义 Ito 积分 的 技术 突破 点 . 引 
理 5.5 “的 证 明 需 要 实 变 函 数论 中 的 通 近 技巧 ,本 书 从 略 . 

推论 5.6' 对 于 引 理 5. 5 中 的 随机 过 程 @,, 及 其 近似 的 (B,) 可 料 的 梯形 随机 过 程 列 
Gl” 有 


r 2 y 
jemas| = J om tra = Ho" Ne, (5.9) 
上 
且 | Go" dB, 是 L*(0) 中 的 Cauchy 列 . 


证 明 与 推论 5.6 类 似 . 
定义 5.4” 对 于 中 的 随机 过 程 8,. 且 BI” 是 (B,) 可 料 的 梯形 随机 过 程 列 , 满 足 


全 
NE"?—s WE| | Ge —@®, |:dr 一 0. (5.9) 
区 
(站 时 | GmqB, 是 L* 中 的 Cauchy 列 ) 定 义 
yf 革 区 
| 更 dB, = L’ (0)- lim | GdB,， (5. 10) 


称 为 Ito 积分 . 易 见 ,使 用 不 同 的 有) 可 料 梯形 随机 过 程 近似 列 ,在 不 计 堆 概率 事件 差异 
不 会 影响 积分 的 定义 .同样 | 四 dB, 常常 简 记 为 | gdB. 
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类 似 地 定义 | ,dB,. 则 仍 有 


b 6 a 
| $dB, = | ,dB, =| @®,dB,. 
a o o 


注 ”我们 再 一 次 强调 ,对 于 尼 中 的 连续 随机 过 程 B, ,其 近似 梯形 过 程 列 8 的 (B,) 可 
料 性 ,要 求 相 应 于 在 每 个 小 区 间 (t? ,ti 加 1 ] 上 ,限定 取 Bw 作为 四 在 此 小 区 间 上 的 近似 .而 
不 能 像 在 普通 函数 的 定 积分 中 那样 ,可 以 取 田 在 此 小 区 间 上 任意 的 一 点 处 的 值 . 

注意 ,对 Brown 运动 在 小 区 间 上 取 不 同 的 点 得 到 的 不 同 的 随机 和 数 ,在 取 极 限时 有 
明显 的 差别 ,是 不 能 再 忽视 的 .事实 上 ,这 里 相应 于 普通 定 积分 中 的 自 变量 的 差分 的 项 是 : 
AB 如 二 Bi 一 Biw ,它们 是 随机 变量 . 虽然 由 于 Brown 运动 是 连续 的 随机 过 程 有 
,lim ABi" (wow) 一 0, 但 是 ,对 于 不 同 的 w, 它 们 趋 于 0 的 速度 是 很 不 一 致 的 . 粗略 地 说 (确切 
的 说 法 可 见 下 面 的 引 理 5. 13) ,平均 地 有 

(AB 色 )2 x E(ABI")? 一 Ati (或 者 说 ,(dB,): = di)， 
也 就 是 说 ,平均 地 AB 铝 趋 于 0 的 速度 为 VAtW? , 它 大 大 地 慢 于 At 如. 从 而 在 区 间 (1?， 
tl 四 1] 上 取 不 同 的 点 处 的 值 作为 B, 的 近似 ,所 得 的 近似 和 之 间 的 差别 是 不 可 忽略 的 . 
引 理 5.13 对 于 区 间 [0,T]J 上 的 划分 , 记 
ABiw = Bo 一 Bi， 
则 当 


一 max {t 人 一 可 )} 一 0 
o<k<N, 一 ! 


时 有 
E| DAB ): —E[D ABe)]| =E|D CAB —T| 一 0 65.11) 
大 尼 大 


证 明 由 Brown 运动 的 性 质 


AB‘" = Bo 一 Bo 一 NOOAti)， 
有 
E>) (ABiw): =1, EC(ABiw )! = 3(At™)’. 
k 
而 Brown 运动 的 独立 增 量 性 ,保证 了 对 于 i 取 j ,还 有 
E(LCABi® )? — Ati™ JL(ABiw )* — At™ J) = 0. 


于 是 
E| D(aBsm) —i) = E(D LB ) — A ]) 
大 天 


= E(2 LAB ) — A ) 
天 


十 2E( 2 [LABm)’ — Ato][(ABom) 一 sp]) 
ii 
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= DELCAB® ): 一 At 
大 
= ELCABs" )* + CAt® )? — 2(ABi® )* (Atl? )] 
25 a) <a Da 一 2T 0 (+t oo). 
例 5.1 我 们 有 大 


= lp_t 
| aaa， 2B: PE (5. 12) 


这 个 结果 与 普通 微 积分 的 不 定 积分 公式 的 不 同 之 处 是 这 里 多 了 一 项 一 方 +. 


证 明 
Le 2 Bi (Biy, 一 Bf ) 
k 
1 hn 
= 二 22 (2Bim Bi — 2Biw ) = ELAB ): — (ABiw )?] 
~ 1p:_1 人 )2 
= 也 Bi 一 2 Bs je 


F 是 由 引 理 5. 13 推出 


中 


即 工 在 L?C0) 中 收 人 到 寺 ( 嫩 一 [而 不 是 计 B! ]. 
引 理 5.14 对 于 有 界 连续 函数 f 有 
2 
El| Df Biw )(ABim ) 一 | reaod| 一 0. (5. 13) 
证 明 记 M=max| F(z)|, 于 是 


T 2 
E| Df Bi ) AB )? -| /Bd| 
大 0 


2 
=E| Df (Bw )[CABi ) 一 At 经 ] 十 [Br cam a -| Bod] | 5 
大 大 


<2ME| 2 [CABio) 一 At 名] 并 十 2E[ Bf Bsn At -J B24] 
大 大 可 


<2ME | DLABsw) — A | +2E[ Df Be ak 一 | raod] 
利用 引 理 5. 13 推出 , 当 ,0 时 ,上 面 的 和 数 中 的 第 一 项 趋 于 0. 又 因为 对 于 一 切 w 都 有 
忆 f(Bio )Atg 一 | FCB dr. 故而 第 二 项 也 趋 于 0( 这 里 利用 了 在 期 望 号 内 取 极 限 , 可 
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以 这 样 做 的 严格 论证 需 用 测度 论 中 的 控制 收敛 定理 . 此 外 ,函数 f 的 有 界 性 假定 也 可 以 
去 除 ,并 不 影响 引 理 的 结论 ). 
例 5.2 如 果 我 们 在 例 5. 1 的 积分 和 中 ,如 果 用 Bo 


全 十 1 


H, = > Biw， AB,™ ， 
天 


代替 Bio ,并 记 


那么 有 
H, = 8™ 十 >) (AB )’. 
天 


F 是 


一 [LpBz 十 二 1| 
Eln, ( 计 B+ 志 | 0. 
注 结合 例 5. 1 与 例 5.2, 我 们 得 到 

Be 十 也 名 Ds 
Dp 


k 


定义 5.5(Stratonovich 随机 积分 ) 车 f(t,z) 为 连续 可 微 实 值 函数 , 则 
P(e i 2 jsae 
在 二 (2) 中 的 极限 , 称 为 二 积分 , 记 为 
J asB) dB 
又 车 是 一 个 (B,) 可 知 的 连续 随机 过 程 ,那么 ,类 似 地 可 以 定义 
|ess) aD Lay Jim D7 (op ,侍卫 japp. 
用 与 例 5. 2 类 似 的 推理 ,可 以 得 到 ni 积分 与 Ito 积分 的 如 下 基本 关系 : 
| re 。dB, = | rpoap， 4 了 | FB ds. (5.15) 


2 


= 人 (5.14) 


更 一 般 地 有 
下 小 宁 
| f(1,B,) »。 dB, -| /1.B ydB, + 二 | 9f (4, Bd. C5; La 
0 0 2Jo 9z 


这 说 明 Stratonovich 积分 总 可 以 化 为 Ito 积分 ,反之 则 不 然 . 
注意 若 & 是 一 个 (B,) 可 知 的 连续 随机 过 程 ,那么 ,一般 地 


re dB 了 | FenaB+3 fe) ds (5.15)" 


其 确切 形式 依赖 于 ,而 其 特殊 情形 可 以 由 后 面 的 Ito 公式 得 到 . 
例 5.3 


‘B,. dB, = 1B? 
[a dB, = 3B?. 
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这 是 例 5. 2 的 注 的 复述 . 
例 5.4 如 果 函 数 上 有 原 函 数 下 , 则 利用 积分 和 取 极 限 可 以 直接 验证 


| res 。dB, = F(B,) — F(B,). 


这 里 Stratonovich 积分 的 结果 完全 与 普通 微 积 分 中 的 结果 一 致 . 而 Ito 积分 就 没有 
这 样 简单 的 形式 . 这 是 Stratonovich 积分 的 优点 .但 是 ,Ito 随机 积分 更 便于 作 技 术 处 理 . 
下 面 我 们 将 说 明 ,不 定 上 限 的 Ito 积分 作为 随机 过 程 是 蒜 ( 对 于 后 文 5. 3. 2 节 中 推广 的 被 
积 随 机 过 程 的 情形 ,实际 上 所 对 应 的 是 所 谓 局 部 蒜 ). 这 说 明 Ito 积分 便于 利用 款 论 这 一 
有 力 工具 .此 外 ,下 文 我 们 将 说 明 , 对 于 Brown 运动 的 差 商 的 光滑 逼近 ,相应 的 极限 是 
Stratonovich 积分 ,而 不 是 Ito 积分 . 所 以 ,在 很 多 情况 下 ,数学 家 更 喜欢 使 用 Ito 积分 , 因 
为 他 们 要 对 随机 积分 的 许多 结论 给 出 理论 推导 . 而 物理 学 家 则 更 喜欢 使 用 Stratonovich 
积分 . 因为 后 者 的 运算 规律 与 普通 微 积 分 相似 . 

下 面 讨 论 Ito 积分 的 基本 性 质 . 

首先 是 类 似 于 普通 积分 的 性 质 . 

(1) 线性 性 质 


| e+ YW)dB = | au +| waB, 
| cea = | ‘BdB. 
对 {B,: ua} 可 知 的 有 界 随机 时 间 wy, 还 有 
| ea = | wa. 
(2) 可 加 性 : 对 a 二 5 二 c 有 
| sa = | mas+ | ap. 
(3) 对 任意 有 界 的 (B,) 停 时 ,假定 rT, 则 可 以 定义 
| “dB | 100 dB,. 


不 定 限 的 Ito 积分 | aa 作为 随机 过 程 不 再 是 Gauss 过 程 ,而 且 满足 


(4) E(| 2d8,)= 0.E(| dB| mdB,)- | Erod 


(性 质 (4) 是 如 下 的 引 理 5. 15 的 推论 ). 
引 理 5.15 ”对 于 必 中 的 随机 过 程 8, ,及 st 有 


E([[ eds] |s,)= E(| dv 18.). 


证 明 我 们 先 假定 更 是 (B,) 可 料 的 梯形 过 程 . 将 s,t 作为 两 个 分 点 增加 到 划分 中 
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后 ,对 于 s 达 过 tj ,由 @ 的 (B,) 可 料 性 推出 
E(®? (AB, )* | B,)= ELE(CG2 (AB, )* | B,) |B,] 
= EL@iE((AB, )? | B,) | B,] = EL®; At, | B,]. 
另 一 方面 ,由 于 Brown 运动 是 款 ,我 们 知道 EC(AB, 1B, ) 二 0, 故 而 
E(®, AB, ®, AB, | B.)= ELE(®, AB,®, AB, | B,) | B,] 
= E[®,®, AB,E(AB, |B,)|B.]=0. 
于 是 


(人 (| .az | B,)= E((D8,AB,) 18.) 


>s 


=E((28:(AB,)’+2 2) BAB,®, AB, )| B.) 


th>s kj >s 
Es 2 i 2 
= E[ 2 | B,] 一 E(| oi | B, 
所 以 , 引 理 在 更 是 (B,) 可 料 的 梯形 过 程 是 正确 的 . 
对 于 尺 中 的 更 ,由 引 理 5.5 ,可 以 用 (B,) 可 料 的 梯形 过 程 列 近似 ,用 推论 3. 10 就 得 
到 这 个 引 理 的 证 明 . 
定理 5.16 对 于 公 中 的 随机 过 程 @, ,在 上 变化 时 ,有 


(A) 全 车 .dB,] 是 (B,) 鞠 (这 是 Brown 运动 凌 的 推广 )， C5 163 


CB) {a (| maB,) -| od) 是 (B,) 靳 (这 是 Brown 运动 平方 可 积 著 的 推广 ). 
(5.17) 
(C) 若 @, 是 有 界 的 随机 过 程 , 即 | 更 | 去 某 个 常数 , 则 
{ EE elo0sn Ho } (5.18) 
是 (B,) 拷 (这 是 Brown 运动 指数 蒜 的 推广 ). 并 且 在 此 条 件 下 ,进而 对 于 任意 s 之 0, 随 机 积 
分 的 最 大 值 有 “概率 估计 ”: 
Pf eax 人 aa, 一 号 aid]> ‘< ee (5. 19) 
证 明 〈A) 的 证 明 首先 假定 @, 是 (B,) 可 料 的 梯形 随机 过 程 , 故 对 于 
B, = {B.:u<s) 


随机 变量 | @,dB, 是 B, 可 知 的 ,从 而 
E(| mad. 8.)— ea. 
再 则 , 当 < 上 时 ,将 s,t 作为 两 个 分 点 增加 到 划分 中 后 ,对 于 * 过 大 所 x+ 由 更 的 (B,) 可 
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料 性 我 们 推出 
E(®, AB, | B.) = ELE(®, AB, | B,) |B.] = EL®,E(AB, |B,)|B.]=0. 
对 于 A 求 和 便 得 


E(| se.aa.|e)= 0. 
合 起 来 就 是 
E(| ad. |s.)= ea. 

其 次 ,对 于 尽 中 的 随机 过 程 更 , 它 可 以 用 (B,) 可 料 的 梯形 随机 过 程 Bf” 近似 .而 上 面 
我 们 已 经 证 明了 | md 是 (B,) 蒜 ,再 用 推论 3. 10 ,就 得 到 | ea， 是 (B,) 拷 .这 就 证 明 
了 结论 (A). 

《B) 的 证 明 . 容易 想到 随机 变量 | @,dB, 是 B, 可 知 的 . 故而 对 于 <?, 利 用 已 经 证 明 
了 的 结论 (A) ,我 们 得 到 

El [aa.|e.aa.] |s. )= | maBE (| ods. |s,) 


= (|gaB, )E (feas, |s,)= 0. 
另 一 方面 ,由 引 理 5. 15 得 到 
E(([ maB.) |)= E([|maa.+| .as.] |5,) 


加 (J ma， ) + E((| ed. |s,) 


= (J.2.a8.) +E(| oi B.). 


En, | B,) 一 E((| md. —| edv 


B,) 
_ (ma + oidu—| Bdu = 
这 就 证 明了 (B). 
至 于 结论 CC) 中 {& ,t 亿 0} 是 (B,) 蒜 的 证 明 ,我 们 将 在 下 一 段 的 例 5. 8 中 用 Ito 公式 给 
出 一 个 简洁 的 直观 证 明 . 而 另 一 个 结论 的 证 明 , 则 需要 用 款 的 Kolmogorov 不 等 式 : 


P(max{|. .4B,— 下 全 > «| 
tl Jo 2Jo 


=P (max{exp(|. a®B.,dB. 一 3 (a®, ”dj 外 > e 
‘xl 0 2Jo 
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1 . 
= 人 (exp(J emaa， 一 | (ag, *d]] 


def 


e “5 =e™Et® =e™. 
注 “用 较为 细致 的 蒜 论 技巧 ,还 可 以 得 到 如 下 的 深刻 结论 : 
若 下 |@6.|: 三 1(\ 过 0) , 则 {s = map 莹 9 也 是 一 个 Brown 运动 . 


在 分 析 以 Brown 运动 为 随机 干扰 的 随机 系统 的 输出 的 性 质 的 时 候 , 我 们 还 需要 引入 
下 面 的 概念 . 
(2) (B,) 可 知 的 随机 过 程 按 轨道 的 普通 积分 


令 


Le{(B) 可 知 的 随机 过 程 四, 且 | 下 | @(o) | dt 人 
在 人 中 也 可 以 定义 如 下 的 距离 
d(¥,0) E| ElW -eld (5. 20) 
对 全 中 的 元 亚 些 { 亚 : 上 过 0) ,可 以 按 样本 轨道 w 固定 后 定义 普通 积分 : 即 对 于 固定 的 基 
本 事件 w 的 积分 | 更 (o)dr, 可 以 证 明 它 满足 


P(o: | wa 存在 ]= Ys 


E([ wna) = | Evy 
在 生 , 都 是 连续 的 随机 过 程 时 ,这 些 积分 是 普通 的 定 积分 ,在 一 般 的 情形 ,也 是 定 积 
分 的 推广 , 即 Lebesgue 积分 . 
5.3 Ito 公式 随机 积分 的 换 元 公式 与 复合 函数 
的 随机 微分 公式 
在 普通 函数 的 微 积分 中 ,复合 函数 的 微分 公式 与 积分 的 换 元 公式 ,是 相互 等 价 的 两 个 


最 基本 的 公式 . 而 在 随机 微 积分 中 ,我 们 也 有 一 个 对 应 的 公式 ,虽然 它 比 微 积分 中 的 公式 
复杂 ,但 是 通过 它 仍然 可 以 如 在 微 积分 中 那样 ,将 Ito 积分 用 于 许多 问题 中 . 


5.3.1 特殊 类 型 的 Ito 过 程 
定义 5.6( 特 殊 类 型 的 Ito 过 程 ) 设 
Se z+| ®aB,+| 到 dh， (5.21) 
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其 中 随机 过 程 更 ,到 分 别 是 尼 和 忆 中 的 元 . 为 了 理解 得 更 直接 一 些 ,我 们 还 假定 它们 都 是 
连续 的 随机 过 程 . 即 对 任意 固定 的 w, 都 是 1 的 连续 函数 ,这 时 & 称 为 初 值 为 x ,系数 为 
@,, 业 , 的 特殊 类 型 的 Ito 过 程 . 

我 们 常用 如 下 的 Ito( 形 式 ) 微 分 

dé& = $B,dB, + Wdt. 《5.1 

简单 地 表示 Ito 过 程 . 

设 & 是 Ito 过程. 又 二 元 实 函 数 f(t,z) 对 x 二 阶 光滑 且 对 + 一 阶 光 滑 . 令 了 为 复合 
得 到 的 随机 过 程 7 二 了 (1, 和), 则 下 面 的 Ito 公式 表明 7 也 是 个 Ito 过 程 . 也 就 是 说 ,Ito 过 
程 对 于 这 种 光滑 函数 的 复合 运算 是 封闭 的 . 

首先 让 我 们 仔细 分 析 例 5. 1 的 结论 : 


地 := [tas 
3B: = | B.dB,+|, 二 ds 


它 说 明了 方 BB? 是 一 个 lto 过 程 , 且 dB ]=BdB,+ 二 de 即 对 于 f(x) 一 立 x 而 言 ,有 


df(B,) = (证 B; )# BdB, = f(B)dB,. 
可 见 为 了 得 到 df(B,), 仅 用 类 似 于 通常 的 微 积 分 中 dB, 的 一 次 项 1'(B,)dB, 展开 是 不 够 
的 ,必须 还 补充 以 /(z) 一 广 z? 的 We 


提供 了 a 证 慌 中 的 第 二 项 上 . 


引 理 5.17 

(dB,)? = dt. (5. 22) 
在 国际 上 一 些 金融 衍生 证 券 的 教材 中 ,这 个 公式 常 通俗 地 写 为 

dB, = Vd. {5.22) 
证 明 由 例 5.1 


于 人 全 1 
a $5: j= B.dB, + 二 dt 
另 一 方面 ,由 Taylor 展开 
dB )= B.dB, + 去 (dB)*. 
将 两 者 进行 比较 便 得 到 结论 . 
这 个 引 理 说 明 , 如 果 在 dt>0 时 ,将 di 视 为 一 阶 无 穷 小 ,那么 ,dB, 就 说 是 半 阶 无 穷 小 


Vdt. 由 此 启示 我 们 ,对 Ito 过 程 {&: t 宇 0} 的 复合 函数 f(&) 作 微分 ( 即 随机 微分 ) 的 时 候 ， 
必须 将 Taylor 展开 到 二 阶 项 . 即 用 
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df(&) = f (8) ds 十 去 /5)(d6)?， 


这 样 才能 包含 了 半 阶 无 穷 小 所 作出 的 贡献 . 

将 引 理 5. 17 的 结论 一 般 化 ,就 是 Ito 公式 . 它 说 明 对 于 很 好 的 函数 f(x) ,例如 ,了 ,了 f” 
都 有 界 的 函数 (从 而 保证 了 7(&) 和 f“(&) 分 别 属于 人 和 包 ) ,就 可 容易 地 用 Taylor 展开 式 
证 明 Ito 过 程 & 的 复合 函数 f(&) 仍 是 Ito 过 程 . 


然而 ,要 求 广 , 记 有 界 过 于 苛刻 ,即使 以 上 的 函数 了 zs 和 指数 函数 等 初等 函数 都 不 能 


满足 ,而 不 能 对 更 多 的 了 建立 Ito 公式 的 其 原因 在 于 Ito 积分 中 对 被 积 函数 属于 性 的 要 求 
过 于 局 限 . 我们 需要 对 于 f*,f/" 并 不 有 界 的 函数 ,建立 复合 函数 /5 ) 公 式 ,首先 就 需要 推 


广 Ito 积分 的 被 积 函 数 类 . 我 们 要 求 使 展开 式 df (8)=f (6) d+ dS ) 中 涉及 
的 积分 的 可 积 性 质 仅 由 函数 f(x) 的 可 微 性 质 ( 这 类 条 件 容 易 验 证 ) 所 保证 ,而 不 再 加 上 诸 
如 了 (&) 和 /”(&) 属 于 人 或 人 等 假定 (因为 这 类 条 件 很 难 验证 ). 
为 了 达到 这 个 目的 ,我 们 先 需要 将 Ito 积分 作 必要 的 推广 . 
5.3.2 Ito 积分 中 被 积 随机 过 程 类 的 推广 与 一 般 的 Ito 过 程 
记 
Ce {(B,) 可 知 的 随机 过 程 @, , 且 P(o: | wa 二 十 =)= 二 


可 以 证 明 如 下 事实 ; 
(1) 对 于 任意 BE Ce ,存在 (B,) 停 时 序列 mn 过 … 近 mr 人 十 co ,使 得 对 于 固定 的 ，, 随 
机 过 程 gif” 将 @ AoE 人 


(2) | “grndB, = | “gimdB, 从 而 概率 为 1 地 存在 极限 ,于 是 ,可 以 定义 
| md, 尘 概 率 为 1 地 lim | wdB， 


(因此 也 依 概率 收敛 ). 以 上 定义 说 明了 Ce 过 程 的 Ito 积分 正 是 尼 过 程 的 Ito 积分 沿 轨道 
的 延伸 . 


(3) 5 至 | 四 dB, 是 (了 ) 局 部 鞠 , 即 对 于 固定 的 六 如" 坚 Shs 是 (B) 款 . 
青 记 
Cwe{(B) 可 知 的 随机 过 程 , 且 Po 卜 | Ww) | dt to]s 中 


那么 类 似 地 ,对 于 任意 ELw, 积 分 | 于 (wds 就 有 意义 . 
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定义 5.6'( 一 般 的 Ito 过 程 ) 设 
& = 十 | @dB, +| vd, 
其 中 随机 过 程 B,, 笠 , 分 别 是 “和 LQ 中 的 元 , 则 & 称 为 初 值 为 x ,系数 为 B,, 琴 , 的 一 般 
的 Ito 过程, 简称 Ito 过 程 . 
形式 地 ,对 Ito 过 程 {$: t 宇 0} 的 Ito 积分 自然 地 可 以 理解 为 
T def 和 7 
| QO,dé, 过 ,OB.dB, 十 [ QV,dt. 
定理 5. 18(Ito 公式 ,或 随机 微分 公式 ) 设 & 为 Ito 过 程 , 即 
dé&, = BdB, + Wdi. 
又 实 值 函数 ft,z) 对 工 二 次 连续 可 微 , 且 对 z 连续 可 微 . 那么 ,n= 二 (1,6) 也 是 Ito 过 程 ， 
而 且 
d= df (en) 十 二 df 和 ) 


= fd + f(b) dé 十 二 fC) Cd) 


= (f+ ft) d+ f BdB,, (5.23) 


其 中 
(d6)2 = (BdB, + Wd)’ EB?d. (5. 24) 
证 明 理解 和 证 明 Ito 公式 的 核心 点 是 引 理 5. 17. Ito 公式 实际 上 就 是 f(1,&) 的 
Taylor 展开 式 关 于 dt 的 一 阶 近似 . Taylor 展开 实际 上 给 出 了 Ito 公式 的 直观 推导 . 其 严 
格 推导 则 需要 较为 精致 的 随机 分 析 工 具 ,本 书 不 再 列 入 . 
推论 5.19 设 合 : t 宇 0) 为 Ito 过程: dé 二 BdB, 十 于 ,dt. f(z) 二 阶 连续 可 微 . 那么 ， 
{f(&): t 宇 0} 也 是 Ito 过 程 ,而 且 有 


df) = df(&) 十 地 df&) 二 (8)ds 十 二 /Cd ) 


= (rv + ]d + fdB,. (5. 23) 


5.3.3 多维 Brown 运动 积分 的 Ito 过 程 
BY” 
Be 二 
定义 5.7 m 个 相互 独立 的 Brown 运动 组 成 的 向 量 . : 称 为 m 维 Brown 运动 ， 
Be” 
或 R” 中 的 Brown 运动 , 记 成 B,. 即 


92 第 5 章 随机 微 积分 ,对 Brown 运动 的 Ito 积分 与 Ito 公式 


二 
| :a 
， 
注意 ,前 面 的 叙述 中 , 曾 将 B, 理解 为 Brown 运动 在 时 间 上 前 的 信息 1B,: s 二 7}) ,而 这 
里 又 将 它 记 为 向 量 过 程 . 根据 不 同 的 定语 所 提供 的 信息 ,并 不 会 引起 误解 . 
定义 5.8( 多 维 Brown 运动 的 Ito 过 程 ) 设 
和 .到 z+| dB, + YV,ds, 
其 中 
Cp 
加 2 
@=|. 
[ed 
而 随机 过 程 B1?(k 各 ) , 亚 , 分 别 是 “和 Lo 中 的 元 . 那么 ,6 也 称 为 初 值 为 x 的 多 维 
Brown 运动 的 Ito 过 程 . 
推论 5.19” 设 实 值 函数 f(t,x) 对 xz 二 次 连续 可 微 且 对 + 连续 可 微 . 那么 ,Tto 公式 
对 于 多 维 Brown 运动 的 Ito 过 程 


dé, = 2 5? dB 二 于 ,dt 
仍然 适用 , 即 有 和 
df (4 ) 一 fidt 十 fd 十 二 /Cd )?， (5.23)” 
其 中 
ds) = Bop ya (5. 24) 


命题 5.20 设 ($s: 1 这 0) 为 lto 过 程 , 拘 一 BdB, 十 于 di. 了 (z) 二 次 连续 可 微 . 那么 
Stratonovich 积分 于 Ito 积分 之 间 有 如 下 联系 : 


[rey “dB, = | 二 了 | f(s) Gd (5. 25) 


f(&)° dB, = f(&,)dB, 十 去 df(6)dB. (5.25)7 


df(&)dB, = (®,dB,)(dB,) = ®,d. (5.26) 


5.3 Ito 公式 


随机 积分 的 换 元 公式 与 复合 函数 的 随机 微分 公式 3 


证 明 类似 于 引 理 5. 13 的 证 明 ,我 们 可 以 得 到 
(p) lim 2 fC&p )Bm (Biw ns — Bim ni)? 一 | 


让 +1 


F 是 


| ree) “dB,= (p) lim /各 地 全 Jc ni — Bin ns) 
6 2 


1 


(p) im 2) CS ) (Biw At 一 到 Az) 
+(p) lim 2) BE flém | Bin — Bin ns) 


= | cevaB, + (Cp) lim 计 DDfO )Bin Bin — Bi ne) 一 有 ， 
其 中 Gh? 介 于 Biw 和 了 io 之 间 . 


全 十 1 


命题 5.21 设 16: ! 二 0} 是 Stratonovich 型 的 Ito 过 程 , 即 
6 一 zw 。dB， +| was (写成 45 = @。dB, 十 于 di)， (5. 27) 


那么 , 它 有 如 同 普 通 的 微 积 分 那样 的 复合 函数 的 微分 的 链 法 则 ; 即 对 于 三 次 连续 可 微 的 
函数 f(x) 有 


df(€) = f (6)° dé,. (5. 28) 
而 对 三 次 连续 可 微 ,对 1 连续 可 微 f(1,z), 有 
df(1,&) = fidt+ fs° dé. (5. 28)’ 


证 明 由 推论 5.19 和 命题 5. 20, 有 
df(€)= f (€) dé, 十 于 "6)(d67 


一 6D)4 十 于 [d/6)]ds = 了/(&)。dé. 
而 对 于 函数 f(1,zx), 则 有 
df (6)= FG8) d+ fi,6) dE 十 去 /Cd ) 


一 dt 十 玫 临 十 南 d/d6 一 1 十 fd， 


注 命题 5. 21 进一步 说 明了 Stratonovich 积分 的 复合 运算 规律 与 普通 微 积 分 一 致 . 
下 面 讨论 Stratonovich 微分 的 运算 规律 . 
定理 5.22 对 于 如 下 定义 的 Ito 过 程 (&),(y),(&): 
dé = TB? dB, + Ve di, dy, = BdB,+ Vdt, dt = BY dB, + VY dt, 
我 们 有 
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(1) dd 一 0， 

(2) dd7 =$* BI dt， 

(3) dé dnd&,=0, 

(4) &° (dndt)=(€ edn) dt 一 和 (dy dd), 
(5) &° n° dt)=(€n,)° db. 

证 明 (1) 直接 得 自 定义 . 

(2) 的 证 明 只 需 利 用 


(d[é +n])’ — dé) — Cdn)? 


d& dn 3 
(3) 得 自 
dé dndb, = dé (dndt,) = ds (or oa]= 0. 
(4) 的 证 明 : 
oCdndb) = dndt) + 二 dS (dndt) 一 和 (dd5)， 
(& » dn) db (gan | Sas dn dg 一 和 (dy dg). 
(5) 的 证 明 : 


&° (n° di)=6. (at 证 $anas, | 


(nag + 二 ands + 二 ds (mat + 二 dmdt, ) 


= (nds + dd + ds na 


= (9) [d+ dS) ds ]= (&1,) db. 


定理 5.23( 同 一 个 Brown 运动 的 多 个 Ito 过 程 的 Ito 公式 )” 设 名 = (8&2 52 ,…， 
so ),E? (i 过 d) 都 是 同一 个 Brown 运动 的 Ito 过 程 : 
de = BY dB, + 至 dt. 
f(t,x) 对 x 二 次 连续 可 微 , 且 对 + 连续 可 微 .那么 ,7 二 ft, 名) 也 是 Ito 过 程 ,而 且 有 


dn = df (1,€) 十 去 和 ft5&) 
qd 1 可 
= fb) dt 2 fs dE" + 2 Ac CS)Cde de) 
j=1 i,j=1 


d d 可 
= Dv 十 去 2 PP ]4+ [2 0 ]dB,, 
i=1 isj=1 | 
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其 中 
dé®? dé? = (GD dB, 十 VI dN) (BP dB, + YH di) = BPD dz. 
推论 5. 24( 乘 积 公 式 ) ” 设 包 ,都 是 同一 个 Brown 运动 的 Ito 过 程 , 则 
d(&7,) 党 &dn, 十 .ds 十 (dé&) (dy,). 

证 明 这 是 f(zxizs) 二 zizxs 的 情形 . 

命题 5.25 设 $ 为 Ito 过程 ,g(xz) 为 有 界 连 续 函 数 .又 车 f(1,z) 对 工 二 次 连续 可 微 ， 
且 对 + 连续 可 微 ,h(x) 连 续 可 微 .那么 

& (| gc ds)f 8) 

也 是 Ito 过 程 ,而 且 有 


dk = S88 (| gce dds)e ced th (| eceodjareesy 


证 明显 见 9 蔚 | g(&)ds 也 是 Ho 过 程 .对 4(%)7(S) 用 乘积 Tto 公式 (注意 
dsdn 一 0) 直 接 得 到 
d5 一 尼 ()FGtS)dy th nm) dfl,t) + dé dn, 
= fb) a8) dt hn dF,E). 
例 5.5 


dCe lasf02,6)) = eho Tdf 8) — elé,) fC,€,) dt]. 
特别 地 , 当 f(t,z)= 二 zx 时 有 
dCe le,) = el [dg — cl&)E dt]. 
例 5.6 
六 Ba | n+l 7 下 
| BraB, = 2[B; de; 
特别 地 
| 2 i 1 3 加 
| dB, 一 3B | Bias. 
证 明 对 f(B,) 竺 Br(n 宇 2) ,用 Ito 公式 ,得 到 
dB’ = f (B,)dB, + 让 /”(B DCdB,) = nB’-1dB, + ee Bdr, 
即 
[BdB, = lp — 3D| Beds 
,Br dB, = 7B 于 | Br ds. 
例 5.7(Ito 积分 的 指数 款 ) 车 (B,) 可 知 随机 过 程 8, 有 界 , 即 |@, | 二 某 个 常数 , 则 


def 下 一 [fs2 
tL lnen tore 
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是 (B,) 默 . 
直观 证 明 对 


6 和 时 /(] maB, 一 了 | Beds] dot 
0 2Jo 
用 Ito 公式 得 到 


dé, = eon lose [ (BdB, 二 yo CdB,)°] olor tl orsg, dB,. 


可 见 & 是 (B,) 拷 .因为 我 们 暂时 不 能 证 明 被 积 随机 过 程 本 :4g, 属于 户 , 所 以 这 里 
只 是 直观 的 证 明 . 利用 在 停 时 上 停止 的 技术 和 极限 过 渡 ,就 可 以 严格 地 证 明 此 断言 . 

Ito 公式 是 随机 微 积 分 的 核心 , 它 的 成 立 的 范围 可 以 更 广 ,例如 复合 函数 f 不必 二 阶 
连续 可 微 ,而 只 是 一 个 凸 函数 的 情形 ,此 时 在 Ito 公式 中 将 会 出 现 一 个 附加 的 单调 的 随机 
过 程 , 称 为 局 部 时 ,粗略 地 讲 , 它 体现 了 随机 过 程 在 二 次 导数 的 不 连续 点 上 的 时 间 ,因为 这 
将 涉及 较 深 的 理论 ,我 们 不 再 介绍 . 本 书 只 就 最 通常 的 情形 ,和 弄 清 Ito 公式 的 实质 ,并 通过 
它 理解 与 掌握 随机 微 积 分 的 要 领 . 

例 5.8(Ito 过 程 的 寡 函 数 复合 ) 设 刀 = 结 ,其 中 是 如 下 的 正 值 Ito 过 程 

ds = @,dB, + W,ds. 


那么 ， 
dy = rd pd. 
特别 地 , 若 一半 , 风 
和 
dvé = dé ————@®’?d. 
5 8 后 


例 5.9 对 于 连续 可 微 函 数 g(t,z) ,直接 验证 可 得 
d 人 (| scsodB,)= glt,t)dB; 十 (| YqB, jd 
“定理 5.26( 多 维 Brown 运动 的 多 维 Tto 公式 ) 设 € = 二 (8 .82 82) (CGs<d) 都 
是 多 维 Brown 运动 {dB,: :三 0} 的 Ito 过 程 : 
ds = GD dB, + Vo dt. 
f(t,x) 为 对 x 二 阶 连续 可 微 , 且 对 + 连续 可 微 . 那么 ,7 二 f(t, 名 ) 也 是 Ito 过 程 ,而 且 仍 
然 有 


dm 一 df C4 入) 十字 中 f(45) 


d 可 
= fi dt Df Co€) de? 十 去 靖 7 (1,€) de dé? ). 
=k i,j=1 
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其 中 
dd = B?” BD di. 
推论 5.24'( 乘 积 公 式 ) ” 设 ,n 都 是 多 维 Brown 运动 1B,: t 宇 0} 的 Ito 过 程 , 则 
d(&7,) = &dn, 十 n.d& 十 (dé&) (dn). 
推论 5.21'( 多 个 Brown 运动 情形 Stratonovich 积分 型 的 Ito 过 程 的 链 法 则 ) ”假设 
m 维 Brown 运动 
Bw 
ng 
B, = 本 
& = z+| Gr» dB, 二 | wa 
其 中 
de 
i 


b> 


Co 
BW (km) ,到 分 别 属于 人 和 QL"'* 的 (& 是 初 值 为 x 的 多 维 Brown 运动 的 Stratonovich 
积分 型 的 Ito 过 程 ). 那么 ,对 于 光滑 函数 f(1,zx) 有 
df(1,€) = fidt+ f° dé. 
这 个 公式 也 可 以 推广 到 d 维 过 程 s, 的 情形 . 特别 地 ,如 果 
和 一 x+[ 3 (Ce)T odB, 十 | besé ds. 
其 中 多 (t,x) 二 (0 (t,x) )icaj<nm b(t sx) 二 (b(t,X))ica. 这 时 有 


a 
df (1€) = fidt+ 2 f° de. 
i=] 


*5.3.4 用 蒜 的 语言 来 表达 Ito 公式 Stroock-Varadhan 表示 


在 20 世纪 60 年 代 末 至 70 年 代 初 ,Stroock-Varadhan 首先 意识 到 ,在 描述 宏观 的 扩 
散 现象 时 ,涉及 的 是 Brown 运动 的 轨道 函数 ,或 Ito 积分 的 轨道 函数 (一 般 统称 为 Brown 
泛 函 ) 的 统计 性 质 , 而 求 统计 平均 (数学 期 望 ) 时 ,其 中 的 Brown 运动 只 是 一 个 代表 微观 的 
随机 涨 落 的 驱动 力 ,不 会 真正 在 宏观 的 平均 性 质 中 出 现 . 所 以 在 模型 的 微观 表达 式 中 , 重 
要 的 只 是 需要 有 一 个 Brown 运动 ,至 于 是 哪 一 个 Brown 运动 , 则 是 无 关 紧 要 的 ,因为 ,不 
同 的 Brown 运动 的 相同 形式 的 泛 函 ,其 平均 是 一 样 的 . 也 就 是 说 ,这 里 的 Brown 运动 ,只 
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是 一 个 参 变 的 随机 过 程 . 与 解析 几何 中 从 曲线 的 参数 方程 消去 参数 后 得 到 曲线 的 普通 方 
程 的 想法 一 样 ,在 求 宏观 的 平均 时 ,可 以 消去 参 变 的 Brown 运动 . 


于 是 “{&: 1 之 0} 为 Ito 过 程 晾 二 BdB, 十 于 di” 可 以 叙述 为 “& 一 | 于 ,ds 是 一 个 园 ” 


(数学 上 更 严格 地 说 ,是 局 部 蒜 , 我 们 并 不 细 究 ). 而 Ito 公式 则 可 以 叙述 为 对 于 可 微 性 质 
较 好 的 函数 f(z,z)， 


ft) | (ft f+) 


C06) 


是 一 个 加 . 
反之 ,如 果 对 于 足够 多 的 性 质 好 的 函数 ,如 下 定义 的 随机 过 程 
(Pdef 民生 二 / 1 oN . 
MP Epes8) | (ft fm + $0) 
都 是 轶 , 则 如 下 的 款 表 示 定理 成 立 , 即 存在 一 个 Brown 运动 B ,使 
dé 一 BdB, + Wdi. 
也 就 是 说 ,15: 1 之 0) 是 to 过 程 . 


习题 5 


1. 对 于 数值 函数 Fi) ,g(i) , 求 Ito 过 程 = | (xD)dB 上 | gd 的 nn 阶 中 心 矩 


E(& 一 E&,)", 并 求 在 & 二 x 条 件 下 的 条 件 分 布 密度 . 
2. 用 Ito 公式 求 es 的 期 望 . 


3. 用 lto 公式 求 E( |] 到 dB,)】 ,并 证 明 存在 只 依赖 于 ”的 常数 C, 使 
E(| mdB) <c.] Evras 
4. 设 /7) 为 平方 可 积 的 实 值 丽 数 ,求证 X, == | f(s)dB, 为 Gauss 过 程 ,并 计算 


cov(X,,X,). 进一步 证 明 (X,,Y,) 是 二 维 Gauss 过 程 , 其 中 Y, = | gxXde. 又 问 


cov(X,,Y,) ,cov(Y,,Y,) 各 是 什么 ? 
5. 设 B 为 Brown 运动 , f(x) 为 二 次 连续 可 微 的 增 函 数 . 证 明 & = 
@of (BB) Le fCB,)? taf"CB, Jds 是 (B,) 款 . 


6. 假设 是 Ito 过 程 ,又 设 FGt,z) 为 对 工 二 阶 光 滑 ( 二 阶 导 数 连续 ) 且 对 上 一 阶 光 滑 
(一 阶 导数 连续 ) 的 实 函数 , 7 二 oli (1,5&). 求 dy 
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7. 由 定义 求 | aa, ,BidB,. 

8. 求 由 原点 出 发 的 二 维 Brown 运动 在 时 刻 t 落 在 圆 盘 x? 十 y* 三 p* 中 的 概率 . 

9. 判别 下 列 是 否 为 圣 ( 需 要 证 明 ): 2B 一 2| sB,ds,B3 一 31B,. 

10. 设 (B2,B52) 是 二 维 Brown 运动 . 判断 并 证 明 下 列 是 否 为 款 : B'22B?2 ， 
In(LB2 卫 十 [Bf 了). 

11. 将 下 列 Ito 方程 化 为 Stratonovich 方程 : dX, 二 BX,dt 二 aX,dB,, dX, 二 2e Xdt 十 


Xi dB,. 
12. 求 4X, ,其 中 和 ,一 Br ,X, 一 2 十 上 十 ea ,X, 二 [BI 十 [BI 下 , (BY? ,B23 ) 是 二 维 


Brown 运动 . 
13. 记 吕 (CD 一 下 |B| ,证 明 g4(1) 一 Dkk D| greads (> 2). 
0 
14. 设 X, = et ,其 中 (BW ,B'2 ,BY ) 是 三 维 Brown 运动 , 求 dX,. 
15. 计算 了? 一 | BidB,. 
0 
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6.1 随机 微分 方程 


随机 微分 方程 是 描述 相当 广 的 一 类 物理 现象 .经 济 现象 金融 现象 的 重要 工具 . 这 些 
现象 的 共同 点 ,是 将 输入 归结 为 一 个 连续 而 变化 极 快 的 随机 函数 ,也 就 是 用 一 个 Brown 
运动 作为 模型 中 的 驱动 力 . 

随机 微分 方程 的 一 般 形 式 为 

dé = b(t,é.)dt+o(t,é,)dB,., 《6:1) 
其 中 4(1,z) ,olt,zx) 是 给 定 的 具有 较为 规则 性 质 的 函数 . 这 个 随机 微分 方程 应 该 理解 成 其 
积分 形式 , 即 


& =&+ | bcss& Co))ds + [ocs,&)dB,, C6.1Y 
0 0 


所 以 也 称 为 随机 积分 方程 ,其 中 第 一 个 积分 理解 为 固定 任意 的 w 后 ,对 时 间 参 数 作 普 通 
函数 的 积分 ,而 第 二 个 积分 即 为 Ito 积分 ,而 名 是 一 个 与 Brown 运动 1B, : t 宇 0} 相 独立 的 
随机 初 值 . 


6.1.1 非 随机 系数 的 随机 微分 方程 
在 一 些 工程 问题 中 ,会 出 现 如 下 类 型 的 随机 微分 方程 


gatr + a mo 昌 


dt 
其 中 w 们 都 是 常数 ,而 弛 :是 指 Brown 运动 的 形式 导数 (在 第 5 章 中 ,我 们 已 经 知道 


ls 
» 


Brown 运动 的 轨道 函 数 没有 导数 ,所 以 中: 只 是 一 个 形式 记号 ,表示 它 的 积分 是 Brown 运 
动 ,后 者 却 是 有 确切 含义 的 ). 
在 n==1 时 , 即 
dé = o(1)dB,. 
故 有 


总 一 名 十 | ecodB. 
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在 nn 一 2 时 , 即 d( 十 a&,) = oCDdB, 6 十 at 一 加 二 | rpaB. 于 是 


总 天 记 [& +)e (六 +| ecodBdu]] ， hn 二 8 二 aéo. 
这 样 可 以 逐步 得 到 阶 情形 时 的 表达 式 . 
例 6.1 设 o,b 都 是 正常 数 ,nh 是 与 Brown 运动 {1B,: t 宇 0} 相 互 独立 的 正 态 随机 变 
量 . 显 见 
vA 至 em (% + 中 wd 
是 Gauss 过 程 . 它 满足 如 下 的 随机 微分 方程 
dn, =— by,dt+todB,. (6.2) 
证 明 令 
名 一男 + 中 e”dB,, 
则 三 e “和 对 它 用 Ito 公式 得 到 
qd 一 ed 十 6de “十 de ”dé 
ede — be™*é,dt = odB, bn,dt. 
这 是 一 个 随机 微分 方程 , 它 最 早出 现 于 物理 研究 中 , 称 为 Langevin 方程 . 上面 的 推导 正 说 
明了 Langevin 方程 (6.2) 具 有 显 式 解 


.=e (% +o) edB,). 


因此 ,其 平均 值 是 
Er, = E(n)e™ ， 
而 其 方差 是 


t 2 
var(7) 一 var( 力 )e ”十 <E[| GdB， ] 
o 


4 
= var(n)e 十 于 | e 2 ds 
o 


. 
0 0 _ 
2 十 ZK(] 一 ea) 


20 
我 们 看 到 ,对 于 任意 方差 有 限 的 初 值 丸 , 当 一 十 c= 时 恒 有 


= var( 力 )e 


0 
En, > 0, var(7) 3p: 


这 个 显 式 解 的 积分 部 分 。| ee” dB, 是 Gauss 过 程 .而 当 t 一 十 2 时 , 初 值 的 影响 
越 来 越 小 .可见 了 具有 正太 的 极限 分 布 N 0.2 它 表示 Langevin 方 程 (其 典型 轨道 的 示 


意图 可 参见 图 6. 1) 的 解 在 长 时 间 运 行 后 稳定 在 与 初 值 无 关 的 按 正 态 分 布 的 位 置 , 其 中 方 
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差 5 表示 随机 分 布 的 力 odB, 与 摩擦 阻尼 力 一 09, 之 间 的 平衡 的 结果 . 


TE 
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 
1 

图 6.1 Langevin 方程 轨道 的 示意 图 


我 们 还 可 以 求 得 协 方差 函数 cov(m ,7.) ,并 证 明 lim cov(y,,7) 二 0. 
dB, 
dz 
理解 为 | ,dB,. 从 而 我 们 可 以 接受 一 个 纯粹 形式 的 记号 记 , 称 为 自 噪声 , 它 没有 单独 的 意 


义 , 只 是 在 出 现 于 被 积 函 数 中 时 才 起 作用 . 这 种 写法 的 优点 是 处 理 一 些 高 阶 的 随机 微分 方 
程 时 较为 直观 ,可 以 直接 利用 常 微分 方程 的 思维 . 

直接 用 Brown 运动 的 数学 模型 描述 生物 学 家 Brown 在 液体 中 所 观察 看 到 的 微小 质 
点 的 随机 运动 并 不 十 分 理想 . 一 个 更 好 的 数学 模型 就 是 用 Langevin 方程 描述 这 种 运动 的 
随机 速度 w , 即 用 


Brown 运动 的 导数 B, 二 虽然 处 处 不 存在 ,但 是 我 们 仍然 可 以 形式 地 将 | 也 ,dx 


duw =— bv,dt + odB,. 
于 是 微小 质点 的 随机 运动 是 二 扣 十 aas, 它 形式 地 满足 如 下 白 品 声 形式 的 
Ornstein-Uhlenbeck 方程 


dé __ ,dé 

i 0 十 acB,， 
dé 

6 人, 从 |。 一 mm， 


其 中 ,wo 都 是 独立 的 Gauss 随机 变量 ,并 且 与 Brown 运动 (B,,t 宇 0) 独 立 , 而 b 是 摩擦 
系数 ,o 是 扩散 系数 . 
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考虑 其 对 应 的 常 微分 方程 
y+by’ = g. 
它 的 中 间 积 分 是 
部 玉 而 二 [gHas ty 0) Teco)， 
由 常数 变异 法 得 到 解 的 公式 为 
y(t) = y(0)e + er [seou+yeo +by (0) ]au. 


注意 在 随机 的 情形 对 应 于 |g(s)ds 的 是 | “cB,ds 二 oB,, 于 是 在 随机 情形 的 显 式 解 是 
&=&e™ + ew LoB, tw + Woldu 


ss + 
二 包 十 下 mo 十 | Bd 


—bt 
S jgw 


二 
var(&) = var( 名 ) 十 Qe var) +e| | ede (rw A s)duds. 
ov0 


由 此 得 到 平均 位 移 


E¢, = E+ (+ 
和 方差 


注意 由 | evaan :一 外 1 ,得 到 


Je 站 es Eb (J udu 十 中 sd 


bt bs 
ee 
“| 全 eruduts js 


he = 3) 十 声 : 
因此 
2 2 
var(&) 一 i 3 var(uo ) 十 de 人 pe 


用 类 似 的 推导 ,我 们 还 可 以 得 到 协 方差 函数 cov(&,&) 的 表达 式 , 但 是 较为 繁琐 . 
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然而 一 般 地 , 解 的 显 式 表示 很 难得 到 . 所 以 得 到 平均 位 移 的 更 可 取 的 方法 是 直接 利用 
随机 微分 方程 来 估计 . 在 本 例 中 我 们 可 以 通过 积分 关系 与 Langevin 方程 求 得 


Eé,= Eev 十 | Bs = 起 6 十 | ereEoods 
i a 


sd 
一 下 6 十 ( je ， 


其 中 用 了 取 期 望 运算 与 求 积分 运算 的 交换 性 ,通过 一 些 数学 的 工具 可 以 证 明 这 样 做 是 合 
理 的 . 
例 6.2( 随 机 调和 振子 ) 形式 随机 微分 方程 
d?é&, 


一 十 Bs 


ds 
名 . l=0 = vo. 
对 应 的 非 齐 次 方程 
多 十 jy 一 了 
的 通 解 为 


yy 一 cost 十 理 sinht 1 1 simc Dd 
于 是 这 个 形式 方程 的 解 是 

和 一 6cowt 十 吾 sinM + 1 sm s)dB,， 
其 平均 值 出 现 为 振动 


Eé, = (Eé,)cosXt 十 Tsing 


而 其 方差 为 


站 2 
var(&)= var(é,) cos:Xt var (和 ja 去 E[| SinA(t 一 DdB, ] 
o 


= var(&,) cos:Xt var (Jsini 去 | sin?A(t— s)ds 
0 


一 var( 名 ) cos2Mt 十 var (和 ja 十 二 ( 于 } 
用 类 似 的 推导 ,我 们 也 可 以 得 到 协 方差 函数 cov(&,,&) 的 表达 式 . 
6.1.2 随机 系数 的 随机 微分 方程 的 例子 


例 6.3 设 @ 是 有 界 的 ( 即 存 在 M 放 0, 使 得 对 于 任意 (1,w) 有 |@B,(w)| 三 M), 且 是 
(B,) 可 知 的 随机 过 程 .6 是 例 5.6 中 的 Ito 积分 的 指数 款 c, , 即 


6 二 的 ,名 aa， 了 | ed 
5 ， 
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那么 ,由 Ito 公式 推出 
da 一 des 一 时 晤 十 翅 c (ds) 
= 成 (&aB, yoi + edd 一 ig,dB,. 
于 是 6. 是 随机 微分 方程 
dg.= soB,dB, (6. 3) 
满足 初始 条 件 
所 三 江 
的 解 .事实 上 ,由 下 面 的 定理 6. 1 可 以 知道 , 它 是 这 个 方程 的 唯一 解 . 
特别 地 ,如 果 @, 三 X, 那 么 二 es.- 交 ! 满 足 
dn, = Xn,dB,. (6.3)" 


例 6.4( 常 数 1 的 多 重 不 定 限 累 次 Ito 积分 ) 将 震级 数 展开 记 为 


本 把 
ee- 全 一 DAH, (x,t), 


n=0 


其 中 H, (x,t) (mn 三 0) 是 工 的 (以 1 为 参数 )n 阶 多 项 式 , 称 为 n 阶 Hermite 多 项 式 . 


注意 H, (0,0) 二 0(n 宇 1). 一 般 地 ,从 展开 式 直接 得 到 


Ho(z'i) 王 1， Hi(zx,t)= x， 
二 二 
H(z,t) = 2 2， Hs(z,t) = 6 2 ， 
二 区 二 ?| 在 
Hi(x,t) 一 1 十 8， 


等 等 . 于 是 对 于 例 6. 3 中 的 罗 有 

了 = eri om >)"H.(B,. 
将 它 代 入 方程 (6. 3)", 并 比较 "的 系数 ,得 到 

dH,n (Bi,t) = H,(B,,t)dB,, 
即 


Han (Bot) = Hoan Bas0) + | HCB, ep)dB。 = | HaCB, 4)dB,. 
因为 Hi(z,D) 一 ,所 以 Hi(B,,) 一 B, 一 | dB, .故而 
E 


Ha(Bis) = | HCB, aodB。 = [| dB,dB,. 
0 0J0 
因此 ,常数 1 的 二 重 不 定 限 累 次 Ito 积分 是 
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aasaa 二 Hi(Bi 兴 一 二 B? 一 记 . 
常数 1 的 三 重 不 定 限 累 次 Ito 积分 是 
| 让 。 dB, dB,, dB, = Ha (CB,,D) 
由 数学 归纳 法 容易 证 明 常数 1 的 重 不 定 限 累 次 Ito 积分 为 H,(B,,7), 即 
全 全 


1 


i = H,(B,s2). 


注意 ,如 果 将 Brown 运动 B, 换 为 普通 的 自 变量 +, 那 么 得 到 的 是 常数 1 的 nn 重 不 定 
限 累 次 积分 ,其 值 为 十 ”. 两 者 比较 ,在 多 重 不 定 限 累 次 Ito 积分 的 表达 式 中 只 是 以 


H,(B,,D 代 车 了 直 . 


下 面 我 们 推导 Hermite 多 项 式 H, (zx,t)(n 宇 0) 的 显 式 表示 . 由 于 


ed ed 


(eo 六. 二 [et]. 


[ 训 7)] = (一 Dren/a et 
所 以 由 Taylor 展开 式 ,我 们 得 到 Hermite 多 项 式 H, (x,)(n 宇 0) 的 显 式 表示 为 
i Gs 7 2 dh do 
nl dr” 


H, (x,t)= 十 [ 功 : a = 


例 6.5( 描 述 证 券 价格 的 Black-Scholes 模型 ) ”Black-Scholes 用 如 下 的 线性 随机 微 

分 方程 
dé, = &(pdt + odB,) (6.4) 

的 解 & 来 描述 证 券 价 格 随时 间 随 机 变化 的 数学 模型 . 这 个 方程 称 为 Black-Scholes 随机 微 
分 方程 ,或 Black-Scholes 模型 ,其 中 常数 j, 称 为 (平均 ) 收 益 率 (yield) ,常数 称 为 波动 率 
(volatility). 

我 们 可 以 用 Ito 公式 直接 验证 

6 ME em) 

是 Black-Scholes 随机 微分 方程 的 解 . 当 名 一 1 时 , 它 就 是 几何 Brown 运动 ,其 轨道 的 示意 
图 可 参见 图 6. 2. 
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1 1 1 1 1 1 1 和 
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 
1 


图 6.2 证 券 价格 变化 的 图 示 


6.1.3 随机 微分 方程 的 解 的 存在 唯一 性 


随机 微分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 的 研究 ,是 随机 微分 方程 的 理论 研究 的 一 个 基本 
问题 . 它 是 随机 分 析 的 理论 基础 ,对 应 用 问题 也 有 重要 意义 . 由 正确 的 物理 规律 得 到 的 随 
机 微分 方程 ,应 该 存在 唯一 的 解 .反之 ,如 果 在 一 些 领域 中 建立 的 随机 微分 方程 的 解 并 不 
存在 ,那么 ,很 可 能 在 建 模 时 由 于 忽略 了 一 些 不 能 忽视 的 因素 而 导致 了 错误 的 模型 . 又 如 
果 从 不 同 来 源 信息 得 到 的 是 同一 个 随机 微分 方程 ,而 且 此 方程 有 唯一 的 解 ,这 说 明 , 从 这 
些 不 同 来 源 得 到 的 信息 有 相同 的 数学 规律 . 

我 们 给 出 随机 微分 方程 的 一 个 最 简单 的 存在 唯一 性 定理 . 

定理 6.1 如 果 o(t,x),6b(t,z) 满 足 : 对 于 任意 T>0, 存 在 Cr 记 0, 使 得 对 于 任意 1 二 
TT, 一致 地 满足 如 下 的 Lipschitz 条 件 

| c(t,z) —olt,y) | 十 | b(t,7z)—bltsy) | Cr|z—yl. 
而 具有 有 限 方差 的 初始 随机 变量 和 与 Brown 运动 {B,,t 宇 0} 独 立 . 那么 ,在 包 给 定 的 条 
件 下 ,随机 微分 方程 (6.1) 存 在 唯一 的 解 ,其 含义 为 : 如 果 有 另 一 个 解 名 ,那么 只 要 满足 
也 ( 剖 一 名 ) 一 1 ,就 一 定 有 P(& 一 和 ,Vit>0) 一 1. 它 可 以 由 下 面 的 迭代 程序 的 极限 得 到 
人 6 一 名 ， 


St 一 名 +| 6,g" Jas + | Ge )dB.. 


即 对 任意 T 之 0 有 


一 十 co 
ECsup | 8 一 和 1 一 人 0. 
<T 
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它 也 蕴含 了 : 对 任意 s>0,T>0 有 
Plsupl&" = 0. 

此 定理 中 的 和 迭代 近似 随机 过 程序 列 ,正好 是 随机 微分 方程 的 解 的 一 个 近似 算法 . 

推论 6.2 随机 微分 方程 的 解 作为 随机 过 程 {&: :全 0} 是 (B,) 可 知 的 , 且 是 初始 随机 
变量 5 与 Brown 运动 在 上 前 (随机 ) 历 史 

(B,)o<<: = {B,: ui} 

的 某 个 “ 泛 函 "关系 (粗略 地 说 ,依赖 于 一 段 连 续 历 史 的 一 个 对 应 关系 , 称 为 这 段 连 续 历史 
的 一 个 泛 函 (functional) 关 系 ): 


7 一 十 co 


6 = C06 
直观 证 明 ”从 极限 列 的 构造 利用 归纳 法 易 见 ,随机 微分 方程 的 解 的 迭代 过 程 的 每 一 
步 , 即 近似 随机 过 程 14&”: t 三 0} 都 是 (B,) 可 知 的 ,也 就 是 在 时 刻 t 前 都 可 以 写成 初始 随机 
变量 & 与 Brown 运动 在 t 前 历史 的 泛 函 关系 , 即 
三 
于 是 随机 微分 方程 的 解 15 : t 三 0} 作 为 其 极限 ,就 可 以 写成 
& = G(t,b,(B,)osse), 
所 以 作为 随机 过 程 是 (B,) 可 知 的 . 
注 1 保证 随机 微分 方程 的 解 的 存在 唯一 性 的 系数 条 件 还 可 以 减弱 . 例如 ,可 以 取消 
名 有 有 限 方差 的 限制 ,并 可 以 将 系数 的 一 致 Lipschitz 条 件 假定 减弱 为 
(1) 局 部 一 致 Lipschitz 条 件 , 即 对 于 任意 N ,存在 常数 Cn ,使 得 对 于 任意 |x|,|y| 三 
NN, 以 及 任意 T, 对 于 1 三 TT, 都 有 
| c(t,z) —o(t,y) | 十 | b(t,7)—b(t,y) | Cry |z 一 > |， 
(2) 线性 增长 条 件 , 即 任意 了 ,存在 常数 Cr ,对 于 1 三 T 满足 
| c(t,z) | 十 | b(t,7x) | Cr(l+| xz 1). 
再 假定 初始 随机 变量 和 与 Brown 运动 1{B,,t 志 0} 独 立 , 那 么 ,在 和 给 定 的 条 件 下 ,随机 微 
分 方程 (6. 1) 在 0 委 ! 过 十 cc 上 存在 唯一 的 解 &( 这 时 它 的 方差 可 能 为 十 cc=). 并 且 这 个 解 可 
以 由 下 面 方式 近似 地 得 到 : 令 


o(t,7), Izl<n, b(t,7) Izl<n, 
ODE rn hE) zr>n, 
oltr— nn) Ey blt,—n) zxz<—n, 


Er 6 +| 已 Ce )d 十 | se )dB,. 
这 里 “近似 ”的 含义 是 : 对 任意 ce 二 0.T0 恒 有 


一 十 ce 
PCsup | 8" —& |>e)— 
iT 


0. 
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这 种 收敛 在 概率 论 中 称 为 局 部 一 致 地 按 概率 收敛 

如 果 线 性 增长 条 件 不 满足 ,那么 ,经 过 一 些 处 理 仍 然 可 以 得 到 随机 微分 方程 存在 唯一 
的 一 个 在 扩展 意义 下 的 解 , 它 可 能 在 某 个 有 限时 刻 ( 当 然 此 时 刻 依赖 与 轨道 ,因此 是 随机 
时 刻 ) 及 以 后 恒 取 值 一 = 或 十 c=. 这 个 随机 时 刻 称 为 爆炸 时 刻 , 这 种 解 称 为 有 爆炸 的 解 . 
这 时 ,在 任意 给 定 的 时 刻 t 处 ,随机 变量 & 就 有 可 能 以 一 定 的 概率 取 值 一 c= 或 十 cc=. 这 是 
与 普通 的 随机 变量 的 不 同 之 处 . 如 果 将 一 < 和 十 cc 作为 “附加 值 ? 加 进 实数 集 及 ( 称 为 两 点 
“ 紧 化 ”) 记 为 及 , 则 这 个 解 可 以 视 为 取 值 于 RR 的 随机 过 程 . 但 是 这 个 过 程 的 轨道 一 旦 到 
达 一 -= 或 十 == 后 就 永远 停留 在 那里 , 即 一 =" 和 十 co 都 是 过 程 的 吸收 状态 ,或 者 称 之 为 
“坟墓 ”. 

注 2 还 有 一 种 随机 微分 方程 ,其 系数 不 仅 依赖 于 + 和 ,还 依赖 于 解 的 过 去 的 整个 
历史 {&,s 志 +) ,这 种 随机 微分 方程 称 为 泛 函 随机 微分 方程 . 这 时 的 情况 更 为 复杂 . 

例 6.1、 例 6.2 与 例 6.5 中 的 随机 微分 方程 ,都 满足 定理 6. 1 的 条 件 . 所 以 在 初始 值 
给 定 的 条 件 下 ,方程 的 解 是 存在 唯一 的 . 而 实际 上 我 们 已 经 得 到 了 其 解 的 显 式 表示 . 但 是 ， 
在 例 6. 3 中 的 随机 微分 方程 , 却 不 满足 定理 6. 1 的 条 件 .事实 上 , 它 的 解 是 唯一 的 ,然而 需 
要 另 辟 途 经 证 明 ,本 书 从 略 . 

定义 6.1 如 果 随 机 微分 方程 的 系数 不 显 含 1, 即 

o(t,7) = 0o(x), ptz) = b(z), 

则 称 为 时 齐 的 随机 微分 方程 

在 通常 的 随机 建 模 中 ,更 多 地 遇见 的 是 时 齐 的 随机 微分 方程 . 

在 图 6. 3 中 的 上 图 与 下 图 分 别 是 常 微分 方程 

[ = 8(z)dz， 


To 一 工 
的 解 与 随机 微分 方程 
d& 一 0(5)d 十 ac)dB,， 
Ee 
的 解 的 样本 的 示意 比较 图 . 


A 
rev 


图 6.3 常 微分 方程 与 随机 微分 方程 的 解 的 比较 示意 图 
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例 6.6 随机 微分 方程 

dé = F(D)& dt + CO)dB,, 
其 中 下 (z) ,CCz) 是 非 随机 的 数值 函数 ,假定 它们 在 任意 有 限 的 时 间 区 间 上 有 界 . 我们 可 以 
仿照 常 微分 方程 的 方法 求解 . 首先 将 方程 改写 为 

dé —F(DEd = CCGD)dB,. (6.5) 
它 对 应 的 齐 次 线性 随机 微分 方程 为 

ds 一 F(CD)5d = 0. 
此 方程 的 解 是 
& = Selirou. 
再 仿照 常 微分 方程 中 的 恰当 因子 方法 ,将 ereoe 乘 到 (6. 5) 式 的 两 边 ,得 到 
deroa) = CO)e lr oudB,. 


于 是 有 
§ = &elor os 二 | codeoeaB. (6.6) 
例 6.7( 线 性 随机 微分 方程 ) 一 般 的 线性 随机 微分 方程 为 
a = (二 二 二 X08; 十 cdB,s (6.7) 


其 中 的 5,a,o,c 都 是 常数 . 
我 们 可 以 仿照 常 微分 方程 求解 的 方法 ,得 到 它 的 解 . 首先 ,将 方程 改写 为 
dé — (bé,dt + oé,dB,) = adt + cdB,. 
它 所 对 应 的 齐 次 线性 随机 微分 方程 为 
dn, 一 nbdt 十 odB,) = 0， 
它 正 是 一 个 Black-Scholes 随机 微分 方程 . 此 方程 的 解 是 唯一 地 存在 的 ,由 例 6. 3 知道 其 解 是 


) toB, 和 


二 nel 

n= he 
再 仿照 常 微分 方程 中 的 恰当 因子 方法 ,将 其 倒数 六 : 乘 到 非 齐 次 方程 上 ,以 使 用 Ito 公式 
求 得 dC6772). 由 


(5 ) 一 一 -ie [CH2)- 对 ] ee, 


,一 页 5 
可 见 六 应 该 满足 以 下 方程 
d = [b+ 0) dt — odB,]. 
再 用 Ito 公式 得 到 
d(&m )= dr 十 大 4 十 dd7 
= Lb+o dodB, + Lt 十 ad 十 (cs 十 c)dB] 一 (cs 十 c)7 cd 


三 太 La 一 wo)dtt+cdB]. 
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耻 
| 


于 我 们 已 经 求 得 了 了 的 表达 式 ,故而 我 们 就 得 到 解 & 的 显 式 表示 
名 一 也 [& 十 (a 一 中 Tds + 中 WW dB,] 


2 t 下 2 
eT ) ra 十 (e 一 o)| el ) rors ds + e| e(TE) eatsB gqB,. (6.8) 
0 0 


我 们 还 可 以 通过 Brown 运动 的 期 望 和 方差 求 得 解 & 的 期 望 .方差 和 协 方差 . 
例 6.8( 时 变 系数 的 线性 随机 微分 方程 ) 对 于 随机 微分 方程 
dé = (a(t) +oDE) d+ (c(t) 十 co(0)5)dB,， 
记 其 相应 的 齐 次 方程 
do = bE dt 十 ai)6o dB, 
的 解 为 &" .我 们 再 次 仿照 常 微分 方程 中 的 常数 变异 法 待定 CC ,确定 非 齐 次 方程 的 形 如 
& = CE 
的 解 . 对 此 利用 Ito 公式 得 到 
d&g = CGt)d8 0 十 SC (dr 
= [6(DEdt+o() EdB,] + é"C’ (dr. 


因此 必须 选取 C(z) 满 足 
VC (1) = a(t) d+ c(t) dB, 
即 取 
CC) = c+ | eadst ets)dB,) 
0 
即 可 . 


另 一 方面 ,我 们 也 可 以 将 例 6.7 中 得 到 的 公式 ,直接 推广 到 系数 显 含 时 间 : 的 情 
形 . 即 
dé = (b(DE +a(lt))dti+ (ol(D)E, + et))dB,, (6.7) 
用 类 似 的 考虑 得 到 
& 三 名 中 (oo-2 ar| woaa， +| (a(s) 一 cls)o(s)) el (oo ) er fetan, ds 


+ ee C0- )art hawas, qB,. (6. 8)’ 
对 于 m 维 Brown 运动 B,, 即 mm 个 相互 独立 的 Brown 运动 排 成 的 列 向 量 .对 于 dXm 
矩阵 值 函数 允 (x) 及 d 维 向 量 值 函数 b(x) ,考虑 d 维 随 机 微分 方程 
6 一 xz 二 | beyds+| 3 (€)dB.. 
它 也 有 与 定理 6. 1 类 似 的 存在 唯一 性 条 件 . 也 有 与 例 6. 1 一 例 6. 3 中 相应 的 方程 ,以 及 其 
解 的 表达 式 . 


例 6.9(Stratonovich 型 随机 微分 方程 ) 随机 微分 方程 
dé = b(DEdt+o(t)é, » dB, 
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的 解 是 


上- re 
bt "dB 
& = &elo Dast| oC) aB, 


这 可 以 通过 Ito 公式 直接 验证 . 
对 于 一 个 Ito 随机 微分 方程 ,如 果 将 它 形式 地 视 为 由 白 品 声 驱 动 的 微分 方程 ,并 且 用 


光滑 的 随机 过 程 列 近 似 白 噪声 和 (例如 随机 差 商 的 光滑 近似 ) ,那么 ,在 理论 上 可 以 证 


明 , 相 应 的 带 有 随机 参数 的 常 微分 方程 的 解 并 不 依 概率 趋 于 这 个 Ito 方程 的 解 ,而 是 依 概 
率 趋 于 将 Ito 积分 | ceaB, 用 Stratonovich 积分 | ol(&)。dB, 代替 后 的 Stratonovich 随 


机 微分 方程 的 解 . 这 就 说 明了 用 Ito 随机 微分 方程 建 模 会 失去 光滑 允 近 时 的 稳定 性 . 而 用 
Stratonovich 型 随机 微分 方程 建 模 对 白 品 声 的 光滑 的 随机 双 近 , 则 其 解 有 稳定 性 . 所 以 ， 
有 人 认为 从 建 模 的 角度 看 ,用 Stratonovich 型 随机 微分 方程 建 模 更 为 合理 . 

例 6.10(Brown 桥 ) 对 随机 过 程 


| -Dp lap; 
ol—s 


用 Ito 公式 ,立刻 得 到 它 满足 随机 微分 方程 


dx 一 证 -de+dB (<:<D， 


Xs 三 :全 
这 个 随机 过 程 具 有 性 质 limX, 一 0, 称 为 在 时 间 0 与 时 间 1 间 的 Brown 桥 ( 见 图 6. 4) (注意 
在 考察 这 个 方程 的 解 的 存在 唯一 性 时 ,这 里 的 时 间 1 要 当 作 十 cc 来 处 理 ). 


1.6 T T T T T T T T T 


hn 1 hn 上 1 1 1 1 1 
0 01 02 03 04 0.5 06 07 08 09 1 
1t 


图 6.4 Brown 桥 的 轨道 的 示意 图 
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例 6.11 考虑 随机 微分 方程 
ds = (aé, +b Ve) dt + cé,dB,. 
如 果 将 at 十 cB, 看 成 “ 自 变量 ”, 那 么 这 个 随机 微分 方程 很 像 常 微分 方程 中 的 Bernoulli 方 
程 . 它 来 自 金融 中 的 随机 波动 率 模型 . 我们 可 以 通过 变换 ,并 运用 Ito 公式 ,把 此 方程 化 为 
一 个 可 以 将 随机 性 的 样本 点 w 看 成 为 参 变量 的 普通 的 常 微分 方程 ,从 而 可 以 求 得 方程 的 
解 的 表达 式 
§ = eB (Sh 秆 V5). 
以 下 是 此 公式 的 推导 过 程 . 令 
M, = es (1+e), 
由 例 6. 3 ,我 们 有 
dM, =— M, (cdB, + adt). 
再 用 Ito 公式 得 到 
d(M,é,)= Mdé, + &dM, + dM,dé, 
= M,[ (aé,+b Ve) dtt+ ceédB,] —éM, (cdB, + adt) + (— eM,) (ecé,) dt 


= M.6 (一 czdi) 十 0 VM, VMé, dt. 


让 我 们 置 
? 一 Mi&， (注意 一 馈 )， 
那么 满足 如 下 的 随机 系数 的 一 阶 常 微分 方程 (Bernoulli 方程 ) 


d 
= +b VM Vn, 


1 
dv 三 二 dy 
2V% 


于 是 的 方程 就 等 价 于 


d 


VN i b 
V+ VM 
作 变 换 
= VD (5 一 VS )， 
就 得 到 & 的 具有 随机 的 非 齐 次 项 的 一 阶 常 系数 线性 常 微分 方程 
de er 一 中 (全 ) 


即 
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(Lekr)’ 至 ete (i). 
则 
已 | ye-(ie+s)s: 了 
和 全 [&+ 二 5cBu 一 (1 id]s 和 
代 回 去 便 得 到 显 式 解 
志 三 后 下 er CH) + i ] . 


t 


类 似 的 思维 ,可 以 用 来 求解 d= 二 (aé&, 十 bE&?)dt 十 c&.dB, ,其 中 a 是 一 个 实数 . 

像 这 样 可 以 得 到 较为 简单 的 显 式 解 的 随机 微分 方程 并 不 多 见 , 绝 大 多 数 的 随机 微分 
方程 的 解 不 可 能 有 简单 的 表达 式 . 因此 , 解 的 性 质 的 讨论 ,以 及 求 近 似 解 ,就 显得 更 为 
重要 . 

例 6. 12( 多 维 情形 ) 设 D(z) 是 d 阶 决定 性 矩阵 ,ec(z),o (1) 是 d 维 决定 性 向 量 . 形式 
随机 微分 方程 


dé - dB, 
+tDOEtoD 人 


的 解 ,可 以 由 类 似 地 采用 常数 变异 法 求 得 ,具体 为 
§=F0[& + | FG ed +ecodB)]， 
其 中 F(z) 是 非 自治 线性 常 微分 方程 


时 = DO 
的 基本 解 , 即 它 是 满足 
和 = DCDFCD)， 
F(0) =1 
的 唯一 解 . 


引 理 6.3 Ito 方程 与 Stratonovich 型 随机 微分 方程 间 有 如 下 的 转换 公式 
dé = b(i.€)dti+3 (i.€)dB, 
等 价 于 


赂 二 [Ce 人) 一 二 ec 人)] 业 二 了 06) 。dB,， 
其 中 


c(t,x) 


ca (t,x) a aa， 
ci 一 | | lx) = BD)o t,x) | Bx) = (oa (t,x)). 
3 j=1 k=1 并 


ji 


cal(t,x) 


“6.2 通过 两 个 常 微 分 方程 的 解 给 出 光滑 系数 的 一 维 随机 微分 方程 的 解 ”115 


特别 地 
dé = b(1,6)di+o(t,é)dB, 


ni 


等 价 


dé = [55 一 和 se,6)]d 十 et6) 。 dB,. 


一 维 随 机 微分 方程 是 最 简单 的 情形 ,结论 也 相对 地 多 一 些 . 对 于 时 齐 的 一 维 随机 微分 
方程 ,只 要 假定 系数 有 一 定 的 可 微 性 ,就 可 以 通过 解 两 个 常 微分 方程 得 到 随机 微分 方程 的 
解 . 这 将 在 6.2 节 中 介绍 . 


“6.2 通过 两 个 常 微分 方程 的 解 给 出 光滑 系数 的 一 维 随机 微分 
方程 的 解 


6.2.1 Ito 公式 的 简单 推广 


命题 6.4( 推 广 的 Ito 公式 ) 设 B, 为 Brown 运动 ,而 {Y,,t 宇 0) 是 一 个 (B,) 可 知 的 ， 
而 且 其 样本 函数 Y,(w) 是 对 +t 连续 可 微 的 随机 过 程 . 又 实 函 数 f(y,z) 对 xz 二 次 连续 可 微 ， 
且 对 y 连续 可 微 .那么 ,随机 过 程 % 三 f(Y,,B,) 也 是 Ito 过 程 ,而 且 有 


dn = df(Y,,B,) + df,,B) 


= f(Y,,B,) td 十 大 Or BdB, + Hf YB di. 


下 面 我 们 将 说 明 , 只 要 系数 足够 光滑 ( 即 足 够 多 次 连续 可 微 ), 随 机 微分 方程 的 解 就 可 
以 用 两 个 常 微分 方程 的 解 表 达 . 


6.2.2 通过 两 个 常 微分 方程 的 解 求解 Stratonovich 随机 微分 方程 


假定 cCz),p(z) 足 够 光滑 ( 即 足 够 多 次 连续 可 微 ). 我 们 试图 找 Stratonovich 随机 微 

分 方程 
ds 一 0(5)di 十 ac)。dB， 

以 和 5 为 初始 值 的 解 . 

假定 解 的 待定 形式 为 (这 是 关键 之 处 ) 

€ = ulY,B,), 

其 中 YY, 二 Y,(w) 是 一 个 待定 的 随机 过 程 , 且 其 样本 函数 Y,(w) 都 是 1 的 连续 可 微 函数 .我 
们 要 待定 合适 的 函数 u(y,X) ,及 合适 的 随机 过 程 也 . 

为 了 使 $ 一 wx(Y,,B,) 是 方程 的 解 ,我 们 用 Ito 公式 
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Dr 1 qu 
(YB)dB,+ 志 Fe YB) di]. 
将 它 与 Stratonovich 随机 微分 方程 的 等 价 Ito 随机 微分 方程 

芍 冯 [cs 十 到 Cs)oCS)]d 二 os)dB， 
作 比 较 , 就 知道 要 使 $= 二 wu(Y,,B,) 是 解 ,只 需 满足 如 下 条 件 : 


9 
(A) YB)=0$) =ouY,,B,)), 


dé 0, ,B,) 和 dt +| 


9 
(B) Qe Bd = =b(nt ,B,)), 
9y dt 


2 / / 
(C) 于 ,B,)=o (€)0(€)=0 (ul(Y,,B,))o(ul(Y,,B,)). 


条 件 (A) 说 明 u(y,z) 是 非 线性 常 微分 方程 


du 
= o(u), 


u(0)=y 
的 解 , 即 
u(ys7) = y+ | outyra)) da. (6.9) 
而 且 条 件 (C) 也 得 以 满足 .为 了 由 条 件 (B) 确 定 Y, ,我 们 将 方程 (6.9) 对 y 求 导数 得 到 


py 上 ze) zyva)da. 
gy 4 oy 


这 说 明 如 果 将 


def OAU 
g(y,7) 一 二 
9y 


视 为 工 的 函数 (y 作为 参数 ) ,其 微 商 (对 工 ) 就 满足 方程 
g =0 (u(y,rT))g, 
J 一 1. 
这 是 一 个 ( 含 参数 y 的 ) 系 数 为 ao (u(y,z)) 的 变 系数 线性 常 微分 方程 ,故而 其 解 为 
qu 


= (y,7) = exp[| zeeoyo)da]. 
0 


5 二 
y 
于 是 条 件 (B) 就 等 价 于 
3 
= blulY, Bexp[ [ o (ulY, :a))de]. 


对 于 固定 的 基本 事件 四 而 言 ,这 是 Y,(w) 的 一 个 非 线性 常 微分 方程 .此 外 ,在 一 0 时 有 
名 一 w(Yo ,Bo) 一 w(Yo,0) 一 Yo. 
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也 就 是 说 ,Y, 在 上 一 0 时 的 初 值 应 该 取 给 定 的 那个 名. 
完善 的 数学 处 理 还 必须 说 明 ,分 别 用 以 确定 uly,z) 及 Y,(w) 的 两 个 非 线性 常 微分 
方程 的 解 ,以 及 Ito 方程 的 解 , 都 分 别 在 一 2 过 x 二 十 2 和 0 二 1 二 十 上 有 意义 .为 此 需要 


验证 : o(w) ,bu(y,c0)exp [一 上 ceevepaa] (y 的 函数 ) ,PCzo) 十 于 Goal 都 满足 局 
6 


部 Lipshitz 条 件 和 线性 增长 条 件 . 这 是 一 个 简单 的 微 积分 习题 ,我 们 略 去 它 的 证 明 . 
将 上 面 的 推演 总 结 起 来 ,归纳 为 如 下 的 定理 . 
定理 6.5 假定 cCz) 有 一 阶 与 二 阶 有 界 的 连续 导数 ,2(z) 有 一 阶 的 连续 导数 . 那么 以 
名 为 初始 值 的 Stratonovich 随机 微分 方程 
ds = b(E)dt+o(&) °° dB, 
有 唯一 解 , 它 可 以 表 为 


i (6.10) 
其 中 u(y,z) 是 非 线 性 常 微分 方程 
EE (6.11) 
u(0)=y 


的 解 , 即 满足 
u(y,7) 一 y+ | oucysa) da. 


而 随机 过 程 Y, 二 Y,(w) 是 将 w 视 为 参数 的 常 微分 方程 


dY,(w) 
dt 


Yo。 一 名 


和 
= sudsB Dexp[—| o GulYisa))da]. ea 


的 解 . 
注 定理 6.5 中 关于 6b(zx) 的 条 件 ,可 以 减弱 为 只 需 满足 局 部 Lipshitz 条 件 , 然 而 ,本 
书 中 并 不 追求 数学 条 件 的 精致 . 
推论 6.6 假定 co(z) 有 一 阶 与 二 阶 有 界 的 连续 导数 ,b(z) 有 一 阶 的 连续 导数 . 那么 以 
与 为 初始 值 的 Ito 随机 微分 方程 
ds = b(§€,) dt + ol(é)dB, 


(等 从 于 Stratonovich 随机 微分 方程 dé&, 一 [ec —o sos) ]artocs dB, | 有 唯一 


解 , 它 可 以 表示 为 
& Eu(Y,.B,). 
其 中 u(y,z) 是 非 线 性 常 微分 方程 
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du _ 
人 一 aCu)， 


u(0)=y 
的 解 , 即 满足 


u(y,7) 一 y+ | ecuyra da. 
而 随机 过 程 Y, 二 Y,(w) 是 将 w 视 为 参数 的 常 微分 方程 


= [eCY,,B,)) — $e Gacy Baul, BD Jexp[—] eCucY,sa)da], 
Yo 一 名 
(6.12) 
的 解 . 
例 6.13 我 们 用 例 6.7 中 的 解 的 表示 公式 ,重新 给 出 例 6.4 中 的 线性 随机 微分 
方程 
d8 = (Bé, + a)di+ (oé, + c)dB, 


的 解 . 这 里 
oaCz) 一 or 十 c，pCz) 一 pzr 十 a. 
方程 
名 一 OU 十 < 
的 通 解 为 


u(x) = Ce — £. 
o 


因此 ,以 > 为 初始 值 的 解 为 


2 oz C(I or 
My IT) = ye sl ee 


故而 
ul(Y,,B,) = Y,exp(oB,) 一 | — exp(oB,)]. 


为 了 确定 Y, ,我 们 首先 注意 
[oemB 7) 一 $e oc ]exp[—) eulY, se) da] 


=|[ C0,,B) +a) 一 去 (ae B) 十 o]exp( 一 oB,) 


一 [( 一 和] or By， 站 ( — oe )]exp 0B) 
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三 (° = 了 ) [Yiexp eB) — £0 一 exp(oB,))]expC 一 oB,) 


十 ( 一 Fe Jexp(—o8,) 


忆 和 + 人 ye jn expl BJ+ (0 —e Jexp(—oB). 
o 2 S 


这 样 ,Y, 满足 的 线性 常 微分 方程 为 


dt 2 
我 们 将 它 简 记 为 
dE 


= A(GD)Y. + f00). 


此 方程 的 恰当 因子 为 e“"”, 通 解 为 

Y= en (| fcod+C). 
初 值 为 名 的 解 就 是 

Y = es (Le Cods 二 6 


于 是 随机 微分 方程 的 解 为 
& = x(Y,,B,) = eko (| e 4o FGs)ds 十 名 jexp(eB,， 王 :生硬 三 exp(oB,)]， 
0 o 
其 中 
A(D 一 6 一 二， 
f02) G ye + ( jexp oB,). 
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6.3.1 可 以 用 变换 转化 的 决定 性 函数 系数 的 随机 微分 方程 的 例子 


例 6. 14( 时 变 系数 的 Black-Scholes 随机 微分 方程 ) 对 于 随机 微分 方程 
de 一 608d 十 acCD5dB,. 
令 孝王 ln&. 用 Ito 公式 得 到 


dé 下 全 2 “名 】] 
dn, 二 pi (dé&,) Ge 癌 dt t+o(t)dB,. 


可 见 


到 忆 yo jy.+ Es ye jn pt oB)J+ (0— $e JexpC—oB,). 
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外]ajeom 
例 6. 15( 随 机 Logistic 方程 ) Logistic 方程 
NO) = rN(CD) [一 

的 随机 形式 是 以 下 的 Ito 方程 
dN() 一 NCD[1 一 


初 值 N(0) 二 No 与 Brown 运动 {B(1): t 宇 0} 独立. 这 个 方程 有 两 个 平凡 解 : N (+) 三 0 或 
N(z) 三 K. 这 里 假定 0 二 N() 二 K. 利用 Ito 公式 ,有 


Me 


MR] oa +adB(#)). 


NN 
dm 天 一 N dinN 一 din(K 一 N) 
dN 2 dN 2 
N zdN) |- [w= -zw= 上 RdN) ] 
天 CK 一 2N)K 
NR—NN aNiK— NN) 
2 2 
rdt +adB K i dt 
2 
[- ye ]d HadB + 尝 dz. 
仿 例 6. 13 可 知 
_NG@ | ee rte ?BCO1 呈 | NO ， 
天 一 NGD) 
其 中 C= 去 ~ 于 是 有 关系 
NO) K 


K rt aB() -和 | Nods 
1+ (si) Klo 


定义 一 个 函数 8(z) 如 下 ,那么 它 满足 


$(t) = 天 RNG)<K. 
i 一 rt 十 二 o t—aB(t) 
1 十 坊 1]e + 
对 于 
四 NO) 

X(t)= ln EK— Na) 

用 Ito 公式 得 到 
1 T(t) 
dz(1) = (一 二 Te 也 +edBC， 


此 方程 的 系数 
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2 


六 二 到 ea 


te 
满足 局 部 Lipschitz 和 线性 增长 条 件 , 因 此 具有 初 值 x(0) 一 In es 的 解 是 存在 且 唯一 
的 . 于 是 
于 ez 
Ni) = K ew Fe 


6.3.2 可 以 用 变换 转化 的 决定 性 函数 系数 的 随机 微分 方程 的 条 件 


决定 性 函数 为 系数 的 随机 微分 方程 
ds = b(t1) dt o(t)dB, 
的 解 就 是 随机 积分 
总 一 名 二 | oa 二 | rodB. 
一 个 自然 的 问题 是 ,在 什么 条 件 下 我 们 能 用 变换 % 二 f(t,&) 将 随机 微分 方程 
dé = b(t,é€,)dt+o(t,é,)dB, 
化 简 为 % 的 一 个 确定 性 系数 的 随机 微分 方程 
dn, = 6(Ddt + oat) dB,. 
为 了 最 终 能 够 解 出 & ,我 们 需要 假定 二 f(t,) 有 一 个 反 变换 
& 三 g(t,7,). 
即 它们 满足 
7 二 flt,g(t,n,)), & = g(t,f(t,8)). 
我 们 需要 的 是 待定 变换 函数 的 形式 F(t,z) 和 系数 函数 5 (7) ,5(7). 为 此 ,对 及 二 f(t.) 
用 Ito 公式 ,有 
dn = filts€) d+ ft,€) Lb ) dit+o(t,é)dBj+ Ff) di. 


于 是 我 们 要 求 


B02) = fut,z) fGen) bst) + 寺 f (tt) (to), 


a(t) = f (t,x)0(t,2). 
由 此 我 们 得 到 下 面 的 引 理 . 
引 理 6.7 如 果 随机 微分 方程 
ds = b(1,€)dt + ot,&,)dB, 
对 于 任意 上 固定 ,存在 可 逆 函 数 f(1,z) 使 函数 


fn) + ft rb 7) 二 寺 f (tr) (sz) 
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及 
ft x)o(t, x) 
都 不 含 z( 即 只 是 1 的 函数 ) ,将 它们 分 别 记 为 5(7) 及 5(1) , 即 
52) = ftsx) + fit) bt, x) 十 去 /Cevz)ozCtz)， (6. 13) 
及 
od(t) = 产 (tz)a(ty 工 ). (6. 14) 


那么 & 可 以 表示 为 
& 一 a (wepl] Beds+ | zadz,] ): 
其 中 g(t,x) 是 f(t,x) 在 1 固定 时 的 反 函 数 . 
下 面 我 们 要 将 存在 函数 三 的 条 件 ,改进 为 只 用 系数 描述 的 条 件 . 首先 由 (6. 14) 式 解 出 


5(Ct) 
¥en (6.15) 


求 微 商 得 
Py 6Do(t,7) 
ot,7) 


将 (6.15) 式 对 1 求 导数 得 到 
d (Do(t,x) — 0 (t,x)6(t) 


7 ot 
,7) 
又 由 于 要 求 (6. 13) 式 不 依赖 xz, 对 z 求 微 商 就 得 到 


0= f% (t,x) 十 [ 疡 Crz220z) tf en)]. 


于 是 
(1t) _ ot,x)al(t) ee ’ 
OD ty Fl Dt ), 
也 就 是 
到 Ci) Toc(tZ) 5Czz) 1 ， 工 7 
a(1) etn) [Fr [a Bo tx) ]. 0 
因为 上 式 左 方 的 项 不 依赖 x+, 故而 上 式 右 方 对 xz 的 导数 为 0, 即 方程 的 系数 应 该 满足 条 件 
ol(t,7) b(t,7)1’, 1 wll” 
[en (ED [aes | Tom tot) )] -= 0. (6.17) 
另 一 方面 ,由 (6. 15) 式 ,存在 函数 C(z) 使 
fli,7) 一 ao[| 元 可 业 十 CC) |. (6.18) 


反 过 来 ,如 果 随 机 微分 方程 的 系数 满足 (6. 17) 式 ,那么 ,(6. 16) 式 等 号 的 右 方 的 项 也 
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应 该 与 x 无关. 由 (6. 16) 式 积分 便 得 到 5(z) ,例如 取 
5(t) = ep 人 ee [BS ES 


] -+ yo G77]ds + M), (6.19) 


od (svry o(s,7) 
B50) = filtsx) t+ fit, ro, 7x) 十 去/ (1,7)0 (t,x). (6. 20) 
我 们 将 它 归纳 为 如 下 的 结论 . 


命题 6.8 若 随 机 微分 方程 
ds = b(t,8)dt+o(i,é,)dB, 
满足 (6. 17) 式 (事实 上 ,由 上 面 的 推演 可 以 看 到 ,条 件 (6. 17) 也 是 必要 的 ) ,那么 由 (6. 20) 
式 ,(6. 19) 式 与 (6.18) 式 确定 了 7 (zi) ,5(1) ,f(t,zx). 如 果 对 于 任意 固定 的 1,f(t,zx) 的 反 函 
数 g(t,z) 存 在 .那么 有 


8 一 (| Fod 十 | odB,). 
0 0 
例 6.16 对 于 例 6.14, 有 
b(t,7) = b(t)rx, ol(t,x) = ol(t)z. 


下 /7 
a(1) ep 人 | TDs t Me o(1), 


si GE [ 1 FCO) Ts 
f(t,x) | z+ ] gl lnz, 


那么 
F(t) = B00) — Fo). 
所 以 
名 = sex 仆 [“ 一 $e] + lad,). 


下 面 我 们 讨论 系数 不 含 t 的 情形 . 如 果 对 于 随机 微分 方程 
d& = b(&,)dt + ol(é,)dB,, 


存在 可 道 函 数 f(x) 使 函数 
(DBT) 十 于 PCz)orCz) C6 LY 
及 
f (xr)o(z) (6.14) 
都 不 含 xz, 分 别 记 为 5 .5, 那 么 取 
| =s(| - jaz+C] 
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故而 


即 2 一 xy, 从 而 有 
df(&) = a(ydt + dB,). 
特别 地 ,可 以 取 5=1. 所 以 我 们 得 到 了 如 下 的 推论 . 
推论 6.9( 系 数 不 含 t 的 情形 ) 若 随机 微分 方程 
ds = b(&)di +o(é,)dB, 
满足 


7 
了 (7) 一 gez) 三 常数 7 


令 


站 
f(z) = | dz 十 C， 


那么 我 们 可 以 用 变换 三 (和 5) 将 随机 微分 方程 转化 为 常 系数 随机 微分 方程 
dn, = Ydt 十 dB,. 


6.3.3 求解 Ito 方 程 的 另 一 种 途径 一 一 将 方程 中 Brown 运动 的 系数 化 为 1 


考虑 随机 微分 方程 

dé = b(€,)dt+o(é)dB,, 
它 可 以 化 为 Stratonovich 随机 微分 方程 ,然后 在 原则 上 可 以 用 定理 6.5 求解 . 本 节 我 们 考 
虑 另 一 种 方法 , 即 选取 变换 

§& =un) (& = u(y)), 
使 原 方程 化 为 

dn, = g(€)dt+t dB,. 

而 对 后 者 再 用 定理 6. 5 的 方法 求解 有 时 可 能 比 原 方程 用 定理 6.5 容易 求解 .为 了 选取 函 
数 u(x) ,我 们 用 Ito 公式 


d= u’ (了 )dn, 二 - 


Fu dt 
= [gn) 十 去 di)]d +u (hn)dB,, 
故而 应 该 有 


u (nn) gn) 十 喜 (9) = 6(&) = bu(n,)), 
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Ww (nh) 一 a() = ou(n)). 
为 此 只 需 取 w(x) 满足 非 线 性 常 微分 方程 
u(y) = olu(y)), 


u() 一 名 . 
并 且 取 
bueCy)) 一 去 (3) 
8(y) 一 ouly)) 
即 可 . 


6.4 随机 微分 方程 解 的 矩 与 对 参数 的 依赖 


下 列 两 个 定理 在 应 用 中 相当 重要 ,其 证 明 在 理论 较 多 一 些 的 教科 书 上 可 以 找到 ,我 们 
略 去 其 证 明 . 
定理 6.10 如 果 qd 维 随机 微分 方程 
ds 一 bi)dt 十 互 (和 )dB， 
的 系数 8(t,z), 马 (trz) 一 (ox (t,x))i<ax<m 满 足 相 应 于 定理 6. 1 的 条 件 , 而 且 初 值 为 名 具 
有 22 阶 矩 
El& |2 天 十 co (p> 0). 
那么 存在 常数 ar ,Br 使 其 解 &, 在 +: 二 TT 满足 
Elé|*<ar(lt+E|é |*)er, 
Elé—é |* <artt(lt+E|é |*)em. 
定理 6. 11( 系 数 扰动 下 的 稳定 性 ) ”如 果 初 值 为 人 8”,d 维 随机 微分 方程 序列 
dé = b,(€)dt + 3B,(€)dB, 
的 系数 满足 相应 于 定理 6. 1 的 条 件 , 而 且 还 满足 
lmE|lg"—|’=0, 
对 于 任意 K>0 
lim max {| b(t,x)—b(t,x) | 十 | 互 (txz) 一 互 (tx) |} 一 0， 


nt tT, lx|<K 


那么 
lim E(max | €” —&€ | ) 一 0. 
十 co xT 


其 中 & 是 随机 微分 方程 
dé = b(i,€)di+3 (t,t)dB, 
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以 名 为 初 值 的 解 . 
这 个 定理 的 典型 应 用 之 一 ,是 常 微分 方程 在 小 扰动 下 解 的 稳定 性 : 
dé = b(é€)d+edB, 
| 
的 解 和 对 于 任意 T 二 0, 在 :三 TT 有 


limE(max | €° —x, |)* 一 0， 
er*0 t<T 


m= 


其 中 x, 是 常 微分 方程 
他 = b(x,)dt 


Xirlt=0 一 Xo 


的 解 . 
6.5 Kalman-Bucy 滤波 


6.5.1 Gauss 过 程 的 投影 一 一 线性 滤波 


定义 6.2 设 (&:1E DU {四 是 期 望 函 数 为 0 的 Gauss 系 .随机 变量 wy 在 {&: +ET) 
的 非 线性 均 方 信息 空间 上 的 投影 (我 们 将 非 线 性 均 方 信息 空间 , 记 为 L*(B (6)), 它 就 是 
在 {&: +E7T) 的 非 线性 信息 空间 B® (6) 中 具有 有 限 方差 的 随机 变量 全 体 ) 记 为 浪 . 它 可 以 由 
如 下 的 两 个 条 件 唯一 地 确定 : 
EL (BE), 
对 于 任意 YEL*(@B (6)) ,都 有 EL[(y 一 加 5] 一 0( 非 线性 投影 公式 ).。 (6. 21) 
即 在 内 积 含义 下 ,wy 一 六 LL* (GB (8)). 浪 称 为 wy 关 于 已 知 信 息 {$: +E 了 的 非 线 性 滤波 . 
随机 变量 7 在 {$: tE 也 的 线性 均 方 信息 空间 二 (6 上 的 投影 , 记 为 刀 它 可 以 由 如 下 
的 两 个 条 件 唯 一 地 确定 
了 GE 工 (5) ， 
对 于 任意 5E 工 (9 ,都 有 E[(7 一 访 中 = 0( 线 性 投影 公式 )， (6. 22) 
即 在 内 积 含义 下 ,7 一 放 上 二 (56). 必 称 为 了 关于 已 知 信息 18&: + ET) 的 线性 滤波 ,也 记 为 
Projzce 7. 
定理 6.12 设 {&: 1E7T)U{y) 是 期 望 为 0 的 Gauss 系 ,那么 
六 二 
即 对 Gauss 系 而 言 , 非 线性 滤波 与 线性 滤波 是 一 样 的 . 
证 明 首先 注意 ?EECL2(G (5). 其 次 .由 于 7 一 让 L 工 (6) .有 EL[(y 一 办 4] 一 0 
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CViED. 由 命题 1.9 得 到 ,7 一 ?与 1: 1ET} 独 立 .因而 也 与 7*(@ (6) ) 独 立 . 于 是 对 于 任 
意 对 5EL2(G6(6) 有 EL(y 一 办 总 二 0. 这 正 说 明了 7 一 让 LL2?(G6 (6)). 从 而 翘 一 了 


6.5.2 Kalman-Bucy 滤波 模型 与 滤波 过 程 ( 用 新 息 过 程 表 示 ,滤波 的 均 方 
误差 ) ,滤波 的 随机 微分 方程 


背景 ”在 观测 信号 中 混 有 噪声 干扰 时 ,就 要 利用 信号 本 身 的 规律 去 过 滤 掉 噪声 ,这 就 
是 滤波 问题 . 在 很 多 情形 下 信号 $ 无 法 直接 测量 ,而 能 实测 到 的 数据 是 由 信号 在 空间 传 
播 的 方式 与 随机 噪声 W, 决定 的 . 假定 信号 是 通过 多 个 通道 接收 的 ,而 且 到 达 各 接收 点 时 
间 与 强度 并 不 一 致 . 这 样 ,汇总 而 接收 到 的 测量 值 ,并 不 是 信号 ,而 是 信号 的 现在 值 与 它 
过 去 多 个 时 刻 的 值 的 不 同 权 重 的 滑动 ,再 加 上 随机 噪声 

>)Gu6- +W,. 
我 们 将 它 记 为 %, 即 
n= 忆 G,6- +W,, 
它 称 为 量 测 方程 .连续 信息 的 Kalman-Bucy 滤波 模型 是 多 个 时 刻 的 信息 滤波 的 积分 近 
似 , 需 要 用 随机 微分 方程 的 概念 ,并 考虑 如 下 的 量 测 方程 
dn, = G(D dé 十 DC)dW，. 

Kalman-Bucy 滤波 模型 

设 {B,: t 宇 0},{W,: t 宇 0) 是 两 个 彼此 独立 的 Brown 运动 ,而 状态 随机 过 程 $ 满足 如 
(6.5) 式 的 线性 随机 微分 方程 

dé = F(D)édt++ C(t)dB, 
称 为 状态 方程 . 虽然 (6. 5) 式 给 出 了 状态 过 程 的 表达 式 . 但 是 在 有 干扰 环境 的 实际 问题 
中 ,状态 过 程 & 无 法 直接 测量 得 到 (从 模型 角度 解释 ,就 是 在 (6.5) 式 中 的 参 变 Brown 运 
动 不 知 道 是 哪 一 个 ). 而 能 测量 到 的 是 与 状态 过 程 $ 有 关 的 另 一 个 Ito 过 程 

dy = G(DéEdt+ D() dW, (6.23) 
称 为 量 测 方程 ,其 中 F(z) ,C(t).G(z) ,DCGD)CD(CD) 二 0) 都 是 非 随 机 的 数值 函数 . 这 时 状态 
过 程 与 量 测 过 程 都 是 Ito 过 程 . 这 个 由 一 对 状态 过 程 与 量 测 过 程 组 成 的 模型 , 称 为 连续 时 
间 的 Kalman-Bucy 滤波 模型 . 

(1) 新 息 过 程 

因为 对 于 任意 固定 的 上 ,随机 过 程 {7 . (5 .s 过 站) 是 Gauss 过 程 ,所 以 关于 它 的 非 线 性 
滤波 与 线性 滤波 是 一 样 的 . 从 而 我 们 在 下 文中 ,只 需 考 虑 线性 滤波 . 

定义 6.3 我 们 将 

E MProL%s SE = EE |7's<) (6. 24) 
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称 为 状态 的 滤波 过 程 ,或 者 滤波 器 . 并 将 


def 


E56 (6. 25) 
称 为 滤波 误差 过 程 . 而 将 
PiD) 至 已 全 (6. 26) 
称 为 滤波 的 均 方 误差 函数 . 进一步 将 Ito 过 程 
南亚 六 -| cosu 入 few, —é)ds+ | DO)dw, (6. 27) 


称 为 滤波 问题 的 新 息 过 程 . 它 代表 量 测 过 程 随 着 时 间 增 长 提供 的 新 的 补充 信息 . 

如 果 我 们 将 随机 系 {n,: s 志 4} 的 线性 均 方 信 息 空间 (回忆 起 1. 3 节 中 记号 的 含义 , 它 
是 对 于 极限 运算 封闭 的 ) , 记 为 L{n,: st} ,那么 ,我 们 有 下 面 的 引 理 . 

引 理 6.13 ”随机 系 {%: s 三 } 的 线性 均 方 信息 空间 正 是 数值 函数 的 随机 积分 全 体 : 


L{n:s<i)} = (fra [rwas <+~}. (6. 28) 
特别 地 ,对 于 任意 1 二 0, 存 在 函数 h,(s)(s 志 ) 使 
& = nean. (6. 29) 


证 明 对 于 任意 | /G5)ds 二 十, 因为 随机 积分 | /Cs)qn 是 随机 和 的 极限 ,而 随机 


和 属于 工 {7 


s 


:st .所 以 | fan ELtn: s 达 小 .故而 


(6. 28) 式 等 号 右边 和 (6. 28) 式 等 号 左边 . 
另 一 方面 ,对 于 任意 ;三 u, 有 


7 一 | Ta(s)dy E (6. 28) 式 等 号 右边 . 
0 


但 是 (6. 28) 式 等 号 右边 对 于 线性 运算 及 极限 封闭 ,因此 
(6. 28) 式 等 号 左边 己 (6. 28) 式 等 号 右边 . 

引 理 6.14 ” 量 测 过 程 {7 : < 四 也 可 以 通过 新 息 过 程 {n,: s<} 表 示 , 即 对 于 任意 :一 0， 
存在 数值 函数 (f,(s) ,又 因为 1 是 固定 的 .在 不 至 于 混淆 的 情形 下 ,我 们 可 以 将 它 简写 为 ) 
f(s), 使 

站 全 li fs) dn,. 

证 明 我们 先 分 析 这 个 表达 式 成 立 的 条 件 


| rod= | room 一 | roceoad 


= | fd —| reocoo| hc dnds 
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a [ f(D dn -| [reoncsod]dz (其 中 必 iss) = GO 有 CD 去 站 
一 | rm -| [reonceode]a ( 哑 变 量 换 一 个 记号 ). 
所 以 ,能 否 有 表示 式 二 | /Gs)dn, 的 关键 在 于 ,是 否 存在 /(s) 使 


了 一 | ro -| [coalay. 
即 用 以 待定 函数 f(s)(s 志 ) 的 方程 
Tas) = £0) — ff Whos dy 
是 否 存 在 一 个 解 . 事实 上 ,这 个 方程 是 Volterra 积分 方程 ,不 仅 存在 唯一 解 ,而 且 其 解 有 
级 数 表示 . 这 样 我 们 就 证 明了 存在 /3)(s<) ,使 加 = /Csdn 
命题 6.15 新 息 过 程 {n,: 1 宇 0) 是 Gauss 过 程 . 而 且 满足 : 
(1) {nn: 1 宇 0} 是 正 交 增 量 过 程 , 即 对 于 任意 ts 二 tts, 恒 有 
下 [zs 一 策 ) Cn —n)] = 
从 而 也 是 独立 增 量 过 程 . 
(2) 
En,=0, En’ = J poyas. 
(3) 新 息 过 程 {n,: 1 三 0) 与 量 测 过 程 {y: t 宇 0} 有 相同 的 历史 信息 , 即 随机 系 {n,: ;三 
好 和 17.: s+} 的 线性 均 方 信息 空间 L{ns: s 委 引 和 区 {7 : 二} 是 相同 的 . 
证 明 新 息 过 程 
他 三 —| GE ds >0) 


可 以 写成 和 的 极限 , 故 由 定理 1. 10 推 得 它 是 Gauss 过 程 . 
(1) 对 于 任意 s<t 及 任意 {w,: us} 可 知 的 有 界 随机 变量 5, 由 射影 的 定义 可 得 


EL 一 ”名 = 人 [Je (&—E du + | podaw.]e). 


一 cuores EJs=0, 


用 一 点 数学 推导 就 可 以 说 明 , 对 于 线性 均 方 信息 空间 区 fm : :三 沁 中 的 5, 仍然 有 
E[(n—n,)t] = 0. 
取 s 二 t,t 二 ,6 二 mm 一 nm ,就 得 到 信息 过 程 的 正 交 增 量 性 . 


(2) 首先 ,Bo 一 | GD ECe 一 6)ds = 0. 又 因为 信息 过 程 (n,: 1 宇 0) 也 是 lto 过 程 
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dn = dn 一 GD8d = GE —é)dt+ DdWw,, 
(dn.)’ = (dn,)? 三 [DT 


用 Ito 公式 得 到 
dn? = 2ndn, + (dni)? = 2G(1) (& — é,)ndi+t LD() J dz, 
即 
2 一 2| Gwe 一 md 十 | [DCs)]?ds。 
故而 
En? = 2| GWEL, -om]ds 十 | [D(s)]?ds = | [D(s)]?ds。 
0 0 0 
(3) 由 定义 新 息 过程 是 (1) 可 知 的 . 故 线性 均 方 信息 空间 Lln,: s<1} CL{y: s<t}. 


而 反 向 的 包含 关系 只 是 引 理 6. 7 的 一 个 直接 推论 . 
命题 6.16 定义 规范 新 息 过 程 为 
“Cs 


V, | Blsdm = | BE —é)ds + W. (6. 30) 


那么 ,{V,,t 宇 0) 是 一 个 Brown 运动 . 
证 明 ”因为 新 息 过 程 {n,,t 宇 0} 是 正 交 增 量 的 Gauss 过 程 ,所 以 {V,,t 宇 0} 也 是 正 交 增 
量 的 Gauss 过 程 ,从 而 也 是 独立 增 量 过程 . 而 且 有 EV, 二 0. 另 一 方面 ,由 (6. 30) 式 推出 


ey 1 .2d 一 
EV’? | DovyE ds [ De ds=i. 
因此 {V,,t 宇 0} 是 Brown 运动 . 
(2) 用 均 方 误差 函数 与 规范 新 息 过 程 表达 滤波 过 程 
引 理 6.17 对 于 滤波 过 程 & 成 立 如 下 诸 关系 : 


(1) 商 高 定理 
E(é —é,)’ = Eé? — EE?. (6.31) 
(2) 
E 一 ecoavr.， (6. 32) 
o 
E(&V.) =| ga. 
其 中 
i G(s) wa 
gs) 一 Be Pe C6 


而 P(W) 是 滤波 的 均 方 误差 函数 . 
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证 明 由 (6. 29) 式 
二 t t 
€ = | h,(s)dn, = | h,(s DCs) dV,. 
令 
gi(s) ER) Ds), 


便 得 (6. 32) 式 . 再 则 ,因为 滤波 过 程 & 是 线性 均 方 信息 空间 工 { 刀 :过 颖 中 的 元 素 , 以 及 
LVas 人 d=L{iad =L{n: st}, 


从 而 6 是 线性 均 方 信息 空间 L{V,: s+} 中 的 元 素 . 根据 投影 的 性 质 ,对 于 s+ 有 


EL[(& —é)V.]=0, EL(&—é)é,]=0. 
故而 得 到 


EC&V) = ECEV,) = | gC du 
， 


E(§&—é) = EL§(§—é)] = Eé — ES?. 


= AEC&V,). 
利用 状态 过 程 { 和 ,1 宇 0} 与 Brown 运动 {W,,t 宇 0} 相 互 独立 及 (6.27) 式 ,推出 


EC&V,) Els(]. BE Eds w,)] 
* G(s) 
= | BEL 一 6)]ds 


另 一 方面 ,由 (6.5) 式 及 (6.6) 式 有 
§ = &elr ou +|CoaderowdB,. 
可 知 & 是 独立 增 量 过 程 ,这 样 就 得 到 


二 Go [Foa 2 = Gs reou 
E(&V.,) i De Ete (&—é.)Jds ,BeyP se ds. 
从 而 导出 了 函数 g,(s) 的 表达 式 为 
ds 名 Ps )elr ou. 


(3) 滤波 均 方 误差 函数 与 其 Riccatti 方程 
定理 6.18 滤波 的 均 方 误差 函数 P(z) 是 Riccatti 方程 


dP() _G (1) ps 2 
Le 人 一 2F(GD)P(C) Di? (D+C 0), 


(6.34) 
P(0) = var(é&) 
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的 解 . 
证 明 ”对 于 滤波 的 均 方 误差 函数 ,利用 (6.6) 式 与 (6. 31) 一 (6. 33) 诸 式 推出 


P(1) 一 EGG 一 外 )2 — Et: — Eg? 一 Es: er, 


+| Ceelroegu—| (8 ) GD er mdu. 
， 。 


D(u) 
求 导 数 , 再 由 上 式 得 到 
ED =2F (Ese roe + Cn) + 2FC)| C0) er du 
G0) 2 | 人 2 af Fewav 
[站 P: (1D) 一 2F(D) (中 “pr GD) ehr wwdu. 
最 后 化 简 为 
dPC) 2 G1) 2 ( 
a 一 2F(CD)P(CD) 十 C (ti) 一 Daer Dire 4 


这 是 一 个 Riccatti 方程 ,其 初 值 条 件 为 (&, 至 ES) 
P(0) = var(&, ). 
(4) 滤波 过 程 满足 的 随机 微分 方程 
对 于 (6. 32) 式 中 的 滤波 过 程 8,, 改 记 
g(t,s) eg,(s). 
用 例 5.9 及 (6. 32) ,(6. 33) 式 得 到 


= gay, +| 3 DE (1,s)dV,dt 


_GO) 
= BoP DAV, +rof g(t,s)dV,dt 
CCt) CCt) 人 | A 
i ) (dt+ dw, |+ FO)E,dt 

= GD Pt)[dy — GE d+ Fé,dz 
D1) es 

所 以 我 们 证 明了 以 下 定理 . 
定理 6.19 滤波 过 程 是 随机 微分 方程 

G7) G(1) 
一 [Fo， DE PO ]6d 十 Br PO dn 06:35) 


的 解 , 这 是 一 个 非 随机 时 变 系数 的 线性 随机 微分 方程 , 称 为 滤波 过 程 的 Kalman-Bucy 随 
机 微分 方程 . 
方程 (6. 35) 也 可 以 写 为 


dé, = F(D)E d+ KDLdn, 一 G(GDE di， (6. 35)’ 
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或 
dé, = F(DEdt + Kdn,, 6: 35)” 
其 中 
af G(1) 
KD TP (6. 36) 


称 为 Kalman-Bucy 滤波 的 增益 系数 ,于 是 ,Kalman-Bucy 滤波 方程 有 明显 的 直观 含义 : 即 滤 
波 估计 有 的 更 新 量 QE, 由 两 部 分 构成 : 按照 状态 过 程 作 更 新 的 部 分 F(D)E dt, 和 新 息 过 程 几 
提供 作 更 新 的 部 分 (1)dn, ,而 增益 系数 正 是 新 息 过程 给 滤波 更 新 部 分 的 瞬时 强度 . 

在 作 实 际 的 滤波 时 ,首先 是 建 模 ,最 主要 的 是 确定 F(t1),C(1),G(t),D(1),Eé,， 
var(j). 其 次 是 求解 Riccatti 方程 .只 要 得 到 了 Riccatti 方程 的 解 P(7) ,那么 ,就 可 以 通过 
解 Kalman-Bucy 滤波 方程 得 到 滤波 过 程 的 解析 表达 式 


i 2 
和 =(CEsoexp(| [Foo 过 Ped Jd) 


Ca a 
+ 上 PV (| [Fe GPG ]an jan. (6. 37) 
从 而 也 可 以 作 数 值 的 近似 计算 . 


例 6.17( 常 系数 情形 ) ”系数 不 依赖 t+ 时 ,决定 滤波 均 方 误差 函数 P(7) 的 Riccatti 方 
程 为 


"2 
你 Po) Fc’, 


EQ) _ sppar) 
dt 


= var(& ). 


常 系数 Riccatti 方程 的 解 有 公式 表示 ,在 常 微分 方程 的 一 些 教程 上 可 以 找到 . 这 个 解 的 表 
示 式 为 (读者 可 以 直接 验证 它 是 解 ) 


2 
一 epexp| (8 一 中 入] 


2 
1 一 eexp| (8 一 四 后 :] 


P(2) 之 B( 与 1+ 大 时 )， (6. 38) 


其 中 
_ PC 一 “ 
P(0)—B 


= 让 (ED? 一 D VFD’ 二 CCz)， 
8= 志 (FD: 十 D VFD TGC). 


于 是 得 到 滤波 过 程 的 表达 式 
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于 ceoem([ [多 Pco]au] + 其 | Pexp(| [一 千 P00 ]au)ay 
RN Cpeyexp( [F— 入 8]: )+ el erp( [F 一 做 8] (一 Van (与 + 大 时 ). (6. 39) 
例 6. 18( 未 知 参数 的 估计 ) 假设 需要 用 观测 过 程 
dy, = GDdt+ DdW, 
去 估计 它 包含 的 未 知 参数 9, 那么 ,状态 方程 可 以 取 


d= 0. 
于 是 


F(t)= C(t) =0, &€=0. 
决定 滤波 均 方 误差 函数 P(z) 的 Riccatti 方程 为 
G1) 


PCD = 一 让 四 PCD. 

其 解 为 

POY (s+ + $3] 此 ) 
而 9 的 滤波 过 程 (滤波 估计 )6. 的 Kalman-Bucy 随机 微分 方程 就 是 

ed ~、 2 _ 

(ls + [BS] 6) — [SS] d+ Bed, 
它 恰好 就 是 
da (#1 | [£2] 4 ,= dy 

于 是 


G(s) 1 3 _ fF GO) 
(s+ [2] dp ECOJ 一 Dos a 
我 们 得 到 9 在 时 刻 1 的 滤波 估计 60, 为 
GCD | 


A 2 
G(s) 
fey es 由 
6.5.3 关于 离散 时 间 的 Kalman-Bucy 滤波 的 附注 


(1) 量 测 只 依赖 于 同时 刻 的 状态 信息 时 的 离散 滤波 模型 
这 是 Ito 过 程 形 式 的 滤波 模型 的 离散 版 本 . 
Kalman-Bucy 滤波 模型 是 如 下 的 一 维 的 离散 时 间 模 型 , 即 状态 方程 与 量 测 方程 分 别 为 
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Sn = Cs (6. 40) 

和 一 人 名 十 Dos (6.41) 

其 中 {u),{w,} 是 相互 独立 的 独立 随机 变量 列 , 满 足 Eu 二 Ew 二 0,var(u,) 二 var(w,) 二 1. 

当 wz 都 是 正 态 随机 变量 时 ,这 相当 于 Ito 过 程 形式 的 滤波 模型 的 离散 版 本 . 当 ww ,zw 

都 未 必 是 正 态 随机 变量 时 ,经 典 的 考虑 是 线性 滤波 算法 . 这 时 ,相应 于 连续 时 间 的 
Kalman-Bucy 滤波 随机 微分 方程 的 是 如 下 的 Kalman-Bucy 迭代 滤波 公式 

En = Fé,+K (nm —G.é,), 6 一 E6o， (6. 42) 


其 中 
人 
K, = iP (6. 43) 


是 增益 系数 ,而 
P, = E(é&, —é,) 
是 滤波 器 在 时 刻 的 均 方 误差 ,满足 递 推 关系 
Pp, = [CE P + Ci) + 全 | ， P(0) = var(&,). (6.44) 


如 果 令 
Nn 兰 了 = (no 一 名 )， 
则 n, 是 新 息 过 程 , 它 满足 
E(nn ) = 0 El(n,y,) =0 (mn 
构造 Kalman-Bucy 滤波 器 的 思想 是 ,待定 滤波 随机 序列 {&, : n 宇 0) 的 随机 差分 方程 ( 它 是 
随机 微分 方程 的 离散 版 本 ) 
Et = an 十 om。 

并 归纳 地 确定 待定 的 系数 1, ,使 每 一 次 更 新 的 方差 达到 最 小 . 

然而 连续 时 间 模 型 的 更 自然 的 离散 版 本 ,是 如 下 的 状态 过 程 


总 一 3 十 zu， (6. 40) 
以 及 量 测 过 程 本 

沼 三 全 Ne 十 w- (6.41) 
在 这 里 状态 过 程 多 个 时 刻 的 信息 对 量 测 有 贡献 ,这 样 .用 如 下 的 多 维 离散 渡 波 模型 ,可 以 
更 方便 地 发 挥 矩阵 工具 的 长 处 . 


(2) 量 测 依赖 于 多 个 时 刻 的 状态 信息 时 的 常 系数 离散 滤波 模型 
多 个 时 刻 的 信息 的 滤波 的 数学 处 理 , 可 以 改 记 为 如 下 的 多 维 Kalman-Bucy 滤波 模型 : 
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方程 (6. 40) 和 方程 (6. 41) 可 分 别 写成 向 量 形式 


& a a … afS- wn 
总 二 | 全 [3 0 
”|= 0 一片 | : |， (6.40) 
| 1 OZ\G-s 0 
5 
1, = Choshiseee hp) ai 十 ww: (6.41) 
dtd 
我 们 将 它们 作 一 点 推广 ,并 加 上 干扰 后 , 简 记 为 
xn = Fx, 十 有 ww， (6.40)” 
y» = Hx, + v,. (6.41)” 


假定 矩阵 下 在 |z| 宇 1 中 没有 特征 值 . ww ,v, ,都 是 一 维 的 随机 变量 ,是 pX1 矩阵,H 是 
1Xp 和 矩阵 . 并 将 它们 推广 为 : x, 为 p 维 向 量 值 随机 过 程 ,w, 为 7 维 向 量 值 随机 过 程 ,y, ,mn 
为 m 维 向 量 值 随机 过 程 .F 为 pXp 和 矩阵 ,为 pXr 和 矩阵 ,HH 为 mXp 和 矩阵 , 而 w ,vv 都 是 均 
值 为 0 的 ,相互 独立 的 白 噪声 列 ( 即 独立 同 分 布 列 ), 且 相互 独立 ,其 方差 矩阵 分 别 记 为 
E(ww’') = Q, E(v.v')=R. (6.45) 

这 里 {x,} 是 代表 信号 (随机 的 ) 状 态 列 ,而 {y,} 是 用 来 得 到 {x,} 的 信息 的 (随机 的 ) 观 测 列 ， 
{vw,) 是 观测 误差 列 . 这 个 模型 称 为 一 般 的 多 维 Kalman-Bucy 滤波 模型 . 

注 这 样 推广 的 向 量 模型 的 状态 序列 ,包含 了 经 典 的 ARMA 时 间 序 列 ,例如 ， 
ARMA(p,g) 对 应 于 


四 5 页 
er 0 0 … 0 

m=g+1, w=|" | r=|. . , |， Q@= ol,, 
e 0 0 0 


9 


其 中 五 为 表示 m 阶 单位 矩阵 . 
Kalman 和 Bucy 建立 这 个 模型 的 目的 ,是 用 量 测 到 的 y, 来 递 推 地 估计 测量 不 到 的 状 


态 x,. 我 们 将 状态 x, 的 滤波 估计 记 为 x,. Kalman-Bucy 滤波 的 核心 思想 ,就 是 要 从 观测 列 
{y,) 出 发 , 递 推 地 对 {x,) 作 更 新 估计 . 即 利用 对 x,_1 的 估计 xX,_1, 及 yy 得 到 Xx, 的 估计 
其 原则 是 : 在 已 知 x,-1 时 ,选取 和 矩阵 A,B 使 方差 矩阵 

A, EEC(x, — (Ax, 1 +By,) [x, — (Ax, 十 By,)]7) 
最 小 ,其 中 最 小 的 含义 应 该 理解 成 ,在 非 负 定 对 称 矩 阵 的 意义 下 的 大 小 ( 即 对 非 负 对 称 矩 
阵 Cl ,Cs ,如 果 Ci 一 Cz 仍 为 非 负 定 , 则 称 为 Ci 三 C;). 在 确定 了 最 佳 的 A,B 以 后 ,就 取 
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x, = Ax, 1 By,. 

注意 到 A, 是 4 与 B 的 “二 次 式 ”, 所 以 可 以 由 “ 配 平方 ”方法 求 得 A 的 最 小 值 . 这 种 做 
法 的 思想 很 简单 (但 是 需要 小 心地 注意 不 要 把 矩阵 乘法 的 次 序 弄 错 ) , 写 起 来 却 有 些 繁琐 ， 
所 以 我 们 略 去 其 推导 而 直接 写 出 以 下 的 结论 . 

定理 6.20 对 于 Kalman-Bucy 滤波 模型 (6. 40)”,(6. 41)”, 最 佳 线 性 滤波 为 

=Ax 十 By 一 下 Ky,— HF x,), 
其 中 
A= (I 一 BH)F，B 一 攻 H7 (H, 了 HT' 十 R)-! 举 K，( 即 增益 系数 )， 
H, = FP, ,FT 十 POPT， 书 一 E[Cx, 一 已) (x, —z,)T], 

而 P 是 滤波 的 方差 矩阵 的 估计 . 

时 间 序 列 的 ARMA 模型 的 预报 问题 ,也 可 以 作为 Kalman-Bucy 滤波 的 特殊 情形 , 它 
对 应 与 m= 二 1, 昌 = 二 1,v, 二 0(R 二 0) 的 情形 . 

然而 ,在 实际 操作 时 ,需要 知道 模型 参数 下 , 吾 , 卫 ,Q,R 与 初 值 Po 二 var(xo) ,x 二 
Ex。. xo 可 由 我 们 对 系统 的 认识 来 给 定 . 在 Kalman-Bucy 滤波 的 理论 中 有 一 个 重要 结论 : 
在 下 , 瑟 , 卫 满足 一 个 相当 弱 的 条 件 ( 称 为 可 观测 条 件 ) 时 , 当 交 一 十 cc 时 ,已 有 一 个 与 P。 
的 取 法 无 关 的 极限 P,K, 也 就 应 该 趋向 某 个 固定 的 K. 也 就 是 递 推进 行 到 适当 步 数 后 ,天 
就 可 以 不 必 再 变动 了 ,这 就 会 减少 很 多 计算 量 . 

注 1 (6.40)' 式 和 (6.40)" 式 都 可 以 对 应 地 考虑 系数 显 含 时 间 t 的 形式 ,也 有 相应 的 
滤波 均 方 误差 矩阵 序列 的 矩阵 递 推 公式 ,以 及 滤波 序列 的 递 推 公式 . 

注 2 连续 时 间 的 Kalman-Bucy 滤波 模型 ,也 有 其 相应 的 多 维 Ito 过 程 模型 . 


“6.6 随机 微分 方程 的 弱 解 的 概念 


由 推论 6. 2 知道 ,在 定理 6. 1 的 条 件 下 ,随机 微分 方程 的 解 作为 随机 过 程 , 可 以 抽象 

地 用 一 个 泛 函 关系 
& = G(t,6 ,(B,)ocses) 

来 表示 . 在 第 5 章 中 ,我 们 已 经 知道 ,在 随机 微分 方程 中 的 Brown 运动 只 是 一 个 代表 微观 的 
随机 涨 落 的 驱动 力 , 它 并 不 在 宏观 的 平均 性 质 中 出 现 .所 以 说 , 它 只 是 一 个 参 变 的 Brown 运 
动 .将 随机 微分 方程 中 的 Brown 运动 {B,,t 宇 0} 换 成 男 一 个 Brown 运动 {B,,t 宇 0} 时 ,其 解 就 
是 &, 二 G(t1,,(B,)o<s<). 然而 从 分 布 (我 们 回忆 随机 过 程 的 分 布 ,粗略 地 ,就 是 它 的 所 有 
的 有 限 维 分 布 的 全 体 ) 的 角度 看 ,随机 过 程 {$& ,1 宇 0} 的 分 布 与 随机 过 程 {8,,t 宇 0} 的 分 布 
是 一 样 的 . Stroock 与 Varadhan 在 20 世纪 70 年 代 初 敏锐 地 注意 到 Ito 公式 存在 一 个 用 
款 叙 述 的 方式 (消去 参 变 的 Brown 运动 后 ), 它 提供 了 随机 微分 方程 (一 个 消去 参 变 的 
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Brown 运动 ) 用 款 叙 述 的 方式 ,这 就 导出 如 下 的 定义 . 
定义 6.4 如 果 随 机 过 程 {5 ,此 0} 满 足 : 对 于 一 个 对 zx 二 阶 连续 可 微 , 且 对 + 连续 可 
微 的 任意 函数 (t,x) ,如 下 定义 的 随机 过 程 


ME 至 FS) =| [六 5 十 疡 (5)005) 二 二 | 
o 


都 是 款 , 那 么 ,我 们 将 随机 过 程 {& ,人 0) 称 为 蒜 问 题 的 解 ,或 者 称 为 随机 微分 方程 (6. 1) 
的 弱 解 . 

它 之 所 以 称 为 弱 解 ,是 因为 此 时 在 理论 上 可 以 证 明 ,必定 存在 一 个 Brown 运动 {B,， 
t 宇 0) ,使 得 随机 过 程 {S ,过 0} 是 (8 ) 可 知 的 ,使 得 


& = + G8)ds + ocs,8)dB,. 
. 1 


因此 ,对 于 给 定 的 Brown 运动 的 随机 微分 方程 的 解 ,常常 也 称 为 强 解 . 强 解 与 弱 解 的 
不 同 处 仅仅 在 于 ,前 者 的 Brown 运动 是 给 定 的 ,而 后 者 的 Brown 运动 是 找 出 来 的 . 由 于 物 
理 系统 所 研究 的 是 宏观 的 统计 平均 ,所 以 ,最 重要 的 是 确定 这 种 系统 (一 般 地 是 Markov 
系统 ) 的 转移 密度 ,并 不 需要 知道 随机 干扰 是 哪 一 个 特定 的 Brown 运动 ,而 只 需要 有 一 个 
隐藏 的 如 Brown 运动 那么 快速 变化 的 随机 力 和 干扰. 所 以 ,在 实用 中 常常 只 需要 弱 解 的 

对 于 给 定 系数 5(t,x) ,olt,z) 的 随机 微分 方程 ,为 保证 弱 解 的 存在 唯一 性 ,对 系数 的 
要 求 可 以 大 大 地 减弱 . 例如 ,Stroock-Varadhan 定理 指出 ,只 要 c(t,z) 是 有 界 连续 函数 ， 
b(t,z) 满 足 一 致 线性 增长 条 件 , 即 存在 参数 C ,使 

L802 | CO FE Ds 

那么 弱 解 就 存在 唯一 . 

以 数学 角度 看 , 弱 解 的 存在 唯一 ,对 于 所 建立 的 模型 的 正确 性 ,从 数学 理论 的 基础 上 
给 出 了 确保 .然而 在 实际 的 近似 中 ,例如 ,用 Monte Carlo 方法 ( 即 随机 模拟 方法 ) 近 似 计 
算 ,模拟 系统 的 随机 发 展 ,或 估计 系统 的 未 知 参数 时 ,仍旧 需要 考虑 用 强 解 的 概念 . 


习题 6 
1. 给 出 一 般 的 形式 随机 微分 方程 
时 一 X6 一 b 笔 ++oB,， 
， 和 鉴 c= 


的 显 式 解 . 
2. 求 Langevin 方程 的 解 的 协 方差 函数 cov(7 ,了 ) ,并 证 明 lim cov(h, ,了 ) 一 0. 
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3. 求证 方程 
dé = [eC(2) 十 6(GD)5]dt 十 >) [ot) 十 ai(DS]dB?P ， 
i=1 


名 一 名 

的 解 是 

8 一 rols +|[ Fey (eos) = Dawacw at Brora |, 

0 i=1 0 i=1 
其 中 
F(#) = a [e007t 0 J Scan® 

4. 求解 ds 三 (a&, 十 b&?)dt 十 c&.dB, ,其 中 a 是 一 个 实数 . 
. 求解 方程 dé = dte sdB, ,并 证 明 它 在 一 个 有 限 的 随机 时 间 爆 炸 . 
6. 求解 方程 4 一 一 5dt 十 edB,. 
7. 设 及 一 (B0 ,Bf2 ,…,B") 是 m 维 Brown 运动 ,求证 R= 二 |B,| 满 足 Bessel 方程 ; 


BP (DD 
R. dB 


a 


_m—l 总 
MR 4 十 之 


8. 证 明 方 程 


d6 一 一 二 5d 一 7dB,， 


dn 一 一 二 di 十 &dB， 


人 


有 解 (6 ,7 ) 一 (cosB,,sinB,) ,而 且 其 任意 一 个 解 满足 / 冬 十 大 一 V 名 十 砚 . 
9. 求解 方程 
dé 一 dt 十 dB5， 
dy, 一 和 dB'2 . 
10. 求解 方程 
dé = ndt+ dB:Y, 
dn, = &dt+ dB:”. 
11. 对 于 光滑 函数 c(z) ,证明 g(B,) 是 方程 


ds 一 0 6)o(6)dt 十 o(6)dB,， 


名 一 0 


du 的 反 函数 . 
o(u) 


的 解 ,其 中 gCz) 是 两 数 | 


12. 证 明 M, = F(B,)e- 让 saou 是 蒜 , 其 中 f(x) 是 光滑 函数 ,B, 是 m 维 Brown 运 动 ， 
其 中 A 是 Laplace 算 子 . 


第 7 音 扩散 过 程 与 其 性 质 


7.1 随机 微分 方程 解 的 Markov 性 质 


作为 随机 微分 方程 的 驱动 的 Brown 运动 ,其 轨道 上 在 每 一 个 时 刻 的 变化 是 非常 快 的 
〈 即 “速度 是 无 限 的 ) ,在 直观 上 可 以 想象 ,随机 微分 方程 的 解 & 的 轨道 也 就 变化 得 非常 
快 , 它 类 似 于 自然 界 的 扩散 现象 .所 以 导致 以 下 的 定义 . 

定义 7.1 随机 微分 方程 

dé = b(t,é,)dt+o(t,é,)dB, 

的 解 作为 随机 过 程 , 称 为 扩散 过 程 ,b(t,xz) 称 为 漂移 系数 ,a (t,xz) 三 o? (t,x) 称 为 扩散 

例 7.1( 续 例 6.11) 我 们 进一步 分 析 例 6. 11 中 的 随机 微分 方程 的 解 

SG = er /B+ tg] . 

这 个 解 具有 以 下 的 典型 性 ,正如 在 第 6 章 中 所 示 ,随机 过 程 $ 是 Brown 运动 的 泛 函 ,而 且 
是 (B,) 可 知 的 . 后 者 在 直观 上 是 显然 的 . 因为 Ito 方程 的 解 代 表 了 在 Brown 运动 干扰 下 的 
物理 系统 的 随机 输出 , 它 当 然 只 依赖 于 干扰 的 历史 情况 ,而 决 不 会 依赖 于 干扰 的 将 来 
情况 . 

没有 Brown 运动 干扰 的 Ito 方程 ,就 是 普通 的 常 微分 方程 ,其 解 函 数 在 给 定时 刻 的 
值 ,只 依赖 于 系统 的 初始 值 ,而 经 Brown 运动 干扰 下 的 Ito 方程 ,其 解 作为 随机 过 程 在 给 
定时 刻 就 是 一 个 随机 变量 ,自然 猜想 在 系统 的 初始 值 给 定时 ,其 分 布 应 该 是 确定 的 . 让 我 
们 通过 例 6. 11 验证 这 个 想法 . 对 此 ,由 


= eC) + gs] ， 
得 到 
-ME Bt (oe 汉 [fs 本 二 EBB te-B (4e+ )dv] . 


注意 到 当 us 时 ,5 仅 依 赖 于 {B, ,vw) ,而 且 名 1;; 的 表达 式 中 所 含 的 随机 部 分 是 由 两 部 
分 组 成 : 第 一 部 分 是 & ,第 二 部 分 是 Brown 运动 在 时 刻 * 后 的 增 量 ,所 以 +, 在 条 件 拓 一 工 
下 的 条 件 分 布 是 与 和 1B,,v 过 wu} (其 中 xs) 独 立 的 . 因此 甚 条件 分 布 函数 
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PS Ey|E =i6 = 00 ss)) 
一 P[ [ee (4 和) 十 S| ees GF) en do] < y] 


=P(&5 Sy1é = 7). 
另 一 方面 ,Brown 运动 有 平移 的 统计 不 变性 质 , 随 机 过 程 {1B,1, 一 B,,s 夺 v 达 s 十 t} 与 随机 
过 程 {B, 一 B,-, ,0 三 v 一 st} 有 相同 的 分 布 ( 即 所 有 的 有 限 维 分 布 都 相同 ,而 且 经 相同 的 
运算 ,或 相同 的 积分 以 后 的 分 布 也 相同 ) ,也 就 是 

efi-B)+(40): 与 esa+(ie-): 同 分 布 


ts 和 12_e 
二 (B,+ 一 Bo) 一 (4 时) tw dv 与 二 (B, 一 8 一 (4 和) Gn dr 同 分 布 和 
s 0 


Pl&1: Sy|é&é = 7) 
=P (ei G7) a se-Ge-0eodo 并 -= P(é <y |& = xz). 


这 样 我 们 就 得 到 了 如 下 的 结论 : 这 个 随机 微分 方程 的 解 是 时 齐 的 Markov 过 程 . 

这 个 结论 可 以 一 般 化 , 即 由 定义 7. 1 定义 的 任意 随机 微分 方程 的 解 ,都 是 Markov 
过 程 . 事实 上 ,上 面 的 证 明 已 经 概括 了 全 貌 与 实质 . 而 在 一 般 情形 下 的 想法 与 推导 , 反 
而 因为 摆脱 了 具体 例子 中 出 现 的 复杂 演算 ,而 更 突出 其 本 质 ,这 就 是 数学 抽象 的 简捷 
性 与 长 处 . 

定理 7.1 随机 微分 方程 的 解 是 Markov 过 程 . 而 当 系 数 不 含 时 间 上 时 , 即 cCt,z) 一 
o(ZX) ,b(t,X) 二 b(z) 时 ,此 Markov 过 程 是 时 齐 的 . 

证 明 对 于 任意 及 任意 上 > 二 二 …>s 在 itE[Ls, 十 cc) ,满足 条 件 和 一 ze 一 
6 一 2 的 解 和 的 迭代 构造 也 应 为 


人 "一 工 ， 
ED 一 天 + ous )du + Jess )dB,. 


其 中 的 一 切 和 "都 只 依赖 于 wx ,zolu,zx),b(u,x) ,而 不 依赖 于 z,…,zi. 从 而 条 件 概率 
P(&. EAIS=z,§, 一 Di 一 zi) 也 不 依赖 于 zx, ,… ,zi , 即 应 该 有 
Re EA (GEIS 


当 系 数 不 显 含 t+ 时, 即 o(1,z) 二 o(x) ,b(t,x) 二 b(x) 时 ,对 于 方程 的 解 有 


8 = 所 +| bcs. ju 十 | ode)dB.. 
令 


5 E56, BEB,,,—B,, 
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则 B, 也 是 一 个 Brown 运动 . 而 且 直 接 由 Tto 积分 的 定义 , 取 极 限 容易 得 到 
|-eeoap， 到 | )dB,. 
于 是 随机 微分 方程 


区 三 局 十 | bc) du 十 | vs)d， 
与 随机 微分 方程 


总 一 名 二 | ocean 十 | vsoadB. 


是 具有 相同 系数 ,但 对 应 于 不 同 Brown 运动 的 Ito 方程 的 解 . 由 于 对 于 不 同 的 Brown 运动 对 
应 的 迭代 过 程 的 每 一 步 都 具有 相同 的 分 布 ,因此 ,两 个 随机 微分 方程 的 解 作为 欠 代 过 程 的 
极限 ,也 就 有 相同 的 转移 函数 . 这 就 证 明了 这 个 Markov 过 程 是 时 齐 的 . 

注 系数 只 满足 局 部 一 致 Lipshitz 条 件 的 一 般 的 随机 微分 方程 的 解 ,也 是 Markov 
过 程 ,但 是 ,这 时 对 随机 微分 方程 的 解 的 定义 ,需要 稍 作 一 些 修正 ,因为 这 时 的 解 有 可 能 发 


生 * 爆 炸 ”, 即 解 在 一 个 有 限 的 时 刻 可 能 取 一 = 或 十 == ( 这 个 时 刻 还 依赖 于 轨道 , 即 是 随机 
的 时 刻 .类似 的 情形 也 发 生 在 常 微分 方程 ,例如 ,dz, 一 xdz, 即 过 =z2, 这 时 的 解 是 xz(D) 一 
一 二 .有 limz(O 一 十 = 即 z(7) 在 时 刻 爆炸” 不同 的 是 ,这 里 没有 作为 随机 驱动 力 


的 Brown 运动 ,故而 只 有 一 条 确定 的 轨道 xz(1) = 一 二 :因此 爆炸 时 刻 不 是 随机 的 ). 这 
时 如 果 在 名 =z 的 条 件 下 ,对 于 1s,& 有 条 件 密度 , 记 为 p(s,z,t,y)( 称 为 转移 密度 ) ,将 
是 “ 亏 缺 的 "密度 , 即 只 能 保证 |P(ssz,rsy)dy 过 1, 而 不 一 定 有 |pGswxvtoy)dy = 1. 直观 


地 可 以 理解 为 : 有 一 部 分 概率 消失 了 . 
例 7.2(OU 过 程 的 转移 密度 ) 例 6.1 中 的 Langevin 方程 
d7 一 一 07,d 十 cd 有 B， 
的 解 为 


9 = [nto eds.], 
称 为 OU 过 程 (Ornstein-Ulenbeck 过 程 ). 对 于 上, 将 7,, 与 
n= [nm to er dB.] 
比较 后 ,得 到 
me =e [nto] eaB.]. 
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由 第 5 章 中 ,我 们 证 明了 
easp, N(0.] a)= Ne ) 


故而 ,在 一 z 的 条 件 下 ,用 ,的 条 件 分 布 是 正 态 分 布 N (ze* ,入 Ge 
于 是 ,Langevin 方程 的 转移 密度 为 
az(1 一 ez) 


/ b 
plt,x,y) rT 
b 


例 7. 3(Black-Scholes 随机 微分 方程 的 转移 密度 ) ”对 于 Black-Scholes 随机 微分 
方程 


(y— ze *) 


dé = &(bdt+oadB,) 
的 解 


生变 Se( Fe 


Fl(i,x,y)= P(é4, Sy|& = 7) 
= P(&e(rF) tna < yl = 7z) 


i plze(*% 


-名 


-a( 志 [mn 之 ( jl 
其 中 @ 是 标准 正 态 分布 函 数 . 


命题 7.2 OU 过 程 是 具有 转移 密度 的 Markov 过 程 , 当 1 一 十 吕 时 ,其 转移 密度 有 
极限 


) e+e(B + 一 B) 过 y) 


lim p(t,zx,y) = 
tt 


即 其 极限 分 布 为 N[ 0 名 】, 它 不 依赖 于 初始 状态 x 


例 7.4(OU 过 程 的 Gauss 性 ) 在 初 值 力 = 工 条 件 下 的 OU 过 程 ,在 上 >0 时 ,是 
Gauss 过 程 , 且 满足 
En, = ze 
对 于 0 二 s 二 +t 有 
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ar 一 eredt9 ) ， 


0 
cov(n’1) 一 3° 


var(n,) = 1l ce 
也 2 e * 


当初 值 太一 Nm ,qi), 且 与 整个 Brown 运动 独立 时 ,OU 过 程 在 1 三 0 时 也 是 Gauss 
过 程 ,这 时 
Ey, = (En)e™, 
对 于 0 二 s 二 + 有 


2 
cov(n, ,1) 二 gfeWrt 十 oe — et ) ， 


var( 了 有) 一 oie 2 十 fa —e*), 


特别 地 ,如 果 取 初 值 为 极限 分 布 , 即 ~N(0, 各 ). 那 么 OU 过 程 就 成 为 平稳 过 程 ， 


即 对 于 任意 及 任意 0<4 过 … 之 ws 这 0 名 4 各 14 入 41) 与 (5 ,名 ，… 5) 有 相同 
的 联合 密度 ,而 且 


= be 
Ey, 0， cov(nh’n) 一 358 人 


因此 
var(%) 一 5 
其 验证 如 下 : 
首先 它 满足 Langevin 方程 ,由 此 直接 推出 它 是 Gauss 过 程 . 其 次 ,我 们 计算 它 的 协 方 
差 函 数 . 当 力 = 工时 ,对 于 0<s<: 有 


i i | be 
Cov(n,. :7,) Ele oe dB,e oe dB, | 
= ee 上 | ew du 一 % ED 二 各 Ets) }s 
而 当 一 Njpw 58) 时 ,利用 协 方差 运算 的 双 线 性 性 质 , 得 到 
cov(n,.'7,)= cov(e™ yo 十 eof edB,,e “n+ of edB, ) 


和 i 
= et (et — ets ). 
20 


最 后 ,在 加 ~N( 9, 名 ] 时 ,OU 过 程 是 平稳 过 程 的 证 明 ,这 是 因为 


2 
Oo bis) 


cov( 取 ,也 ) = Dp° 
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-= Ea —b(t—s) 
var( 取 一 1) 二 2b° 


7.2 扩散 方程 与 Fokker-Planck 方程 


7.2.1 转移 密度 的 Kolmogorov 向 前 方程 与 向 后 方程 


与 Langevin 方程 有 转移 密度 类 似 , 对 于 相当 一 般 的 随机 微分 方程 的 解 作 为 随机 过 程 
都 存在 转移 密度 . 对 此 我 们 不 加 证 明 地 引用 如 下 结论 . 

定理 7.3 相当 一 般 (例如 ,处 理 定理 6. 1 的 条 件 外 ,还 满足 : 系数 光滑 ,扩散 系数 有 一 
个 正 的 下 界 的 情形 ?的 随机 微分 方程 的 解 ,是 具有 转移 密度 p(s,z,t,y) 的 Markov 过 程 . 

在 系数 不 含 上 :时 ,如 果 c(z),p(z) 有 相当 次 数 的 连续 导数 ,可 以 证 明 线性 偏 微分 方程 


9u(t, rz) _1 
ot 2 


的 基本 解 就 是 转移 密度 p(t,z,y) 三 p(0,z,t,y). 即 对 于 任意 固定 的 zx,p(1,z,y) 满 足 


ap 1g(zx) 3 二 oz) 9b [ 简 记 为 22 一 
7 tor) 充 简 记 为 有 Lp |， 


2 gu Au 
o (7x) 天 十 2(CZ) 二 


zeorroods = f(x) ( 初 值 ). 


这 个 转移 密度 p(1,x,y) 满 足 的 线性 偏 微分 方程 , 称 为 扩散 方程 ,也 称 Kolmogorov 向 后 方 
程 ,对 应 于 扩散 系数 a:(z) 和 漂移 系数 b(zx). 由 方程 


&—& = 6(é)dut+ oe)dB,, 
可 以 直接 看 出 ,漂移 系数 与 扩散 系数 的 概率 含义 为 
we lim SLS S$) | =] ( 即 条 件 平均 速率 )， 


CD 一 lim 4 一 名 -| 各 二 2] ( 即 条 件 平均 二 阶 短 增 长 率 ). 


再 则 
ELAGs) 1% = 7 = | pr Wf ndy. 


注 ”转移 密度 的 存在 性 的 证 明 较 为 复杂 ,需要 借助 于 较为 深入 的 数学 工具 ,如 线性 偏 
微分 方程 的 基本 解 方法 ,或 借助 于 泛 函 分 析 中 广义 解 的 Weyl 引 理 , 或 借助 于 随机 变 分 学 
中 的 Malliavin 导数 .本 书 不 想 涉 及 这 些 材料 . 

在 转移 密度 存在 的 前 提 下 ,我 们 可 以 得 到 Kolmogorov 向 后 方程 的 直观 推导 ,这 将 在 
下 面 给 出 . 
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7.2.2 转移 密度 的 Kolmogorov 向 前 方程 与 向 后 方程 的 直观 推导 


定理 7.4(Kolmogorov 向 前 方程 ,Fokker-Planck 方程 ) 在 定理 7. 3 同样 的 假定 下 
且 系 数 不 含 上 的 时 齐 情形 ,扩散 过 程 的 转移 密度 p(1,z,y) 是 方程 
ap _ 9 /co(y)*,) 9 hp i 
Be -站 (人 - /] 35 6p) ( 简 记 为 2 所 2] 
的 基本 解 , 即 它 还 满足 
oorpyrcoody 二 f(z) ( 初 值 ). 


这 个 方程 称 为 Kolmogorov 向 前 方程 ,或 Fokker-Planck 方程 . 线性 微分 运算 L' 称 为 线性 
微分 运算 工 的 形式 共 郝 运算 ,其 含义 为 对 于 任意 C?( 紧 支 集 的 ( 即 只 在 有 限 区 间 上 可 能 取 
非 零 值 的 ) 二 阶 连续 可 微 函数 类 ) 函 数 了 与 g, 恒 有 


[pac ar = ra g) (x)dz. 
推论 7.5 对 于 有 界 连 续 函 数 /(x) ,函数 


x(tz) = Ef(&) EELf(E) |& = zx] 
是 方程 


Dib i ou 
CS D0 (x) 5 thr) 去， 


u(0,7) = f(x) 


的 解 
形式 证 明 由 于 wz) 一 ELA(6)18 一 z= | or,y)7Cs)dy ,得 到 


Qt(Ct 工 ) 


让 [2S dy = ee BC 


AA 4067) 1° ]pltsrs dy 


Je 2 十 b(z) 红 。 (积分 与 微 商 交 换 次 序 )， 
其 中 LL* 表示 微分 运算 工 的 形式 共 思 运算 . 
这 个 线性 微分 方程 的 解 的 这 个 概率 表示 的 公式 , 称 为 Kolmogorov 公式 ,用 它 可 以 对 
于 解 (t,x) 的 值 作 随机 模拟 估计 . 
Fokker-Planck 方程 的 另 一 种 更 为 常见 的 形式 ,是 散 度 型 的 方程 ,就 是 


ap_ 9 /oc(y) ap 
a ay\ 2 ay 


Kolmogorov 向 前 方程 与 向 后 方程 的 直观 推导 如 下 : 


) bY Foc) cy] 
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(1) Kolmogorov 向 前 方程 的 直观 推导 . 由 Ito 公式 有 
df(&) 一 (和) 抱 十 圭 f”(&) Cd)?， 


f(é+4) = CE) + [Be 7") Fo FC) ] dt | oc8 (EdB,. 
对 于 有 连续 二 阶 导数 且 在 某 个 有 限 区 间 外 取 0 值 的 函数 (简称 为 C; 函数 ) F(z) 而 言 ， 
J oc fs, 是 (B,) 拷 . 记 


En= El(y|l& =zr), ZF (Ee 
由 条 件 期 望 的 性 质 及 Markov 性 ,得 到 
ELf(&4) — EC(f(E))] = EE,(EL(f (én) — f(8)) | B,] | F:) 


到 EE.(E. (| [#87"e) 二 6670] 由 ] B,] 2 


a 
= EE, (六 [二 or 上 67 )]dw] 6 

用 微 积分 中 的 定理 导致 
LE.LfC&) 一 FS 5.( | [( 了 CO) +bC&) /CE) ] 


= E.E. (三 [$e 7 to 8) ee) 


s]d] 
EE[ (se) + 68) 7)) = 2]. 
另 一 方面 ,如 果 假 定时 齐 的 Markov 过 程 & 有 转移 密度 p(t,z,y) ,那么 由 
E(f(&)|& = zx)= ptr wf ndy, 
上 面 的 极限 式 就 变 成 
工 | ets — p(t,r,y)) fly) dy 
s—0 | a ， 
一 一 Prvzyy) [3 WF CY 十 2Cy) 丰 (2)]d>- 
也 就 是 
(5 1 
| Ep)dy = |pcesry) [3 607 +6W7' 9 dy 
再 用 分 部 积分 推出 (利用 了 在 土 吕 处 为 0) 
2 9 
| PE fy dy J[3 pr) Wp) ] /dy 


由 于 了 的 任意 性 ,我 们 便 得 到 
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-一 一 一 了 六 (“ pla -3 Pron } 


这 就 得 到 Kolmogorov 向 前 方程 . 
(2) Kolmogorov 向 后 方程 的 直观 推导 . 对 于 任意 C? 函数 g(x), 令 
v(t,y) 一 pcesrs alr) dz 
那么 ,由 Kolmogorov 向 前 方程 有 
az(ty) _ 1 9 


3 2 9y (oy vt,y)) 一 计 GVve)). 


另 一 方面 ,利用 Chapman-Kolmogorov 方程 ,还 有 


vt 十 sy) 一 ou 十 szryy)g(z)dz 
一 ocsass) pss dg Cr) de 
一 [Pe = JpGss2s yo de 


i ety. 


于 是 ,从 此 式 及 对 Kolmogorov 向 前 方程 作 “ 形 式 的 ”分 部 积分 (终端 士 吕 处 都 “认为 ”是 0)， 
推出 


9p(tt sry), 9v(t+t syy) _ 9v(t+s,y) 
‖ a g (Tdr a ER 


= pissy) U5) 
9s 


-| ( ) 1 9:[o (zx)v(s,x)] aLoCz)uGyz)] dv 
= |p(lt,r,y 2 2 于 


2pCrz， apltsz, 
je[3ec ) 多 Wz ) 人 Da 


9 pts zsy) Ap(ts zsy) 
=| ps860dy [$e 2 多 十 bz) 2 和 了 | 
令 一 0 就 得 到 
9pCt Tryy) | , 92 思 (ty) 9p(t,x,y) 
| gr)dr gs(z) [3 (2) D+) | 


再 由 g(x) 的 任意 性 就 得 到 


9p(t,x,y) 二 92p(t,xr,y) 9p(t,x,y) 
ER 2 (zx) a A(x) Be 中 


这 就 形式 地 导出 了 Kolmogorov 向 后 方程 . 
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需要 指出 的 是 ,以 上 均 为 形式 运算 ,对 于 函数 的 定义 域 ,对 于 积分 、 微 商 \ 极 限 等 诸多 
运算 之 间 交 换 的 合理 性 ,都 未 于 追究 . 事实 上 还 需要 作 一 些 假定 (而 且 以 上 的 直观 证 明 是 
完全 基于 存在 转移 密度 的 假定 下 的 ). 

注 转移 密度 的 统计 估计 ,可 以 通过 模拟 随机 过 程 的 多 个 轨道 ,用 统计 中 的 直方 图 ， 
或 较为 精确 一 些 的 核 估计 方法 粗略 地 近似 . 


7.2.3 系数 含 时 间 上 时 的 Kolmogorov 向 前 方程 与 向 后 方程 ( 非 时 齐 形式 ) 


定理 7.4' 在 随机 微分 方程 的 系数 含 上 时 ,其 解 15 ,t 志 0} 是 具有 转移 密度 p(s,zx,1,y) 
(& 在 条 件 &, 二 + 下 的 条 件 概 率 分 布 的 密度 函数 在 y 处 的 值 ,s 二 四 的 非 时 齐 Markov 过 
程 . 当 o(t,x) ,b(t,z) 有 相当 次 数 的 连续 导数 时 ,可 以 证 明 转 移 密 度 p(s,x,t,y) 满 足 


9p 二 ~ ,9p 
EE 70 (57) 5 十 bz) 5， 


tim p29) fdy = f(z). 


称 为 Kolmogorov 向 后 方程 (对 于 比 时 间 + 小 的 ,落后 的 时 间 s, 及 所 在 的 状态 xz), 其 中 
(LX) 与 5(t,z) 分 别 地 是 扩散 系数 与 漂移 系数 ,而 其 概率 含义 仍然 是 (不 同 处 仅 在 于 ,这 
里 的 系数 显 含 时 间 ) 


b(t,7) lim ee |&=xz] (条 件 平 均 速率 )， 


F047) = lim ELCSm = | 生 三 XY] (条 件 平均 二 阶 矩 增长 率 )， 
转移 密度 p(s,zx,t,y) 还 满足 如 下 的 方程 


op _ | o (ty)’ _93 
Ey 志 [5 和 > p Ee blt,y)p |， 
tim ps ot) fdy = f(x). 


它 称 为 Kolmogorov 向 前 方程 (对 于 比 时 间 s 大 的 ,超前 的 时 间 1, 及 所 在 的 状态 y) ,或 
Fokker-Planck 方程 . 
相应 于 推论 7. 5 的 非 时 齐 情形 是 下 面 的 结论 . 
推论 7.5” 对 于 有 界 连续 函数 f(z) ,函数 
ultsz) EELf(ED) | =7x] (<T) 


是 方程 


du ，1 ， gu du 
二 5 二 b(t,7) 元 0， 


a 2 


limx (t,x) = f(x) 
eh 
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的 解 . 

其 形式 证 明 与 推论 7. 5 的 形式 证 明 十 分 类 似 . 而 推论 7. 5 是 推论 7. 5 的 特殊 情形 ,在 
那里 的 转移 密度 p(s,z,t,y) 是 时 齐 的 , 即 plsszrstsy)=p(0,zst—s, yy) p(t 一 s;T，y). 只 要 
在 推论 7.5' 中 令 1 二 T 一 ,并 记 

v(t,7) =uT—t,7x) = ELf(ér) | ér,= 7x]= ELf() 1&5 = zx] = Ef(é), 
就 得 到 对 于 t 三 本 有 


Du gv 9v 
B30) + 到 ， 


v(0,7) = f(x) 
但 是 工 可 以 任意 取 , 这 就 得 到 推论 7. 5 中 的 Kolmogorov 概率 表示 公式 . 
定理 7.6(Master 方程 ) 假设 初 值 有 分 布 密度 (此 条 件 并 不 必要 ,是 为 了 数学 处 
理 更 简单 而 作 的 元 余 假 定 ). 在 定理 7. 3 的 假定 下 ,将 随机 微分 方程 的 解 15 ,1 三 0) 在 时 刻 t 
的 分 布 函 数 P(& 三 y) 的 密度 函数 (正如 前 面 指 出 的 , 它 必定 存在 ,但 是 却 不 容易 证 明 ) 记 
为 p(t,y) ,那么 , 它 满足 以 下 的 Master 方程 : 


ap _ 9 (oy)*:,) 3 
学 = 新 ( 2] RA 


证 明 记 S 的 密度 为 p(0,y). 由 于 pC1oy) = | psrsy)p(0,z)dr, 将 转移 密度 江 


足 的 Kolmogorov 向 前 方程 积分 ,就 得 到 Master 方程 . 
在 统计 物理 中 ,对 于 概率 性 态 的 发 展 ,常常 需要 求解 一 个 Master 方程 . 
注 1 在 系数 含 上 :时 ,Master 方 程 对 应 地 显示 为 
ap 9? (ac(tyy)2 9 
dt | 2 p] 3 ep 
注 2 Stratonovich 型 随机 微分 方程 
& 一 z 十 | xce)d 二 | en) 。dB， 
的 解 , 可 以 化 归 Ito 型 随机 微分 方程 
& 一 十 | [668) + oe) cs) ] d+) ace dB, 
处 理 , 其 Kolmogorov 向 前 方程 (Fokker-Planck 方程 ) 则 是 如 下 的 散 度 型 的 
ap 9 fcCy) op 9 1 / 
2 2( : 2 2 yy)o ‘w]2]} 
警告 有 一 些 书 上 将 它 误 写 为 
ap_ 3 /ec(y): ap) 3 
Ei 2( > 2) Er » 
一 般 地 这 是 不 对 的 ,只 有 当 c(。) 是 常数 时 才 正 确 . 
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再 则 ,如 果 我 们 定义 在 划分 区 间 取 被 积 函 数 的 终点 值 的 如 下 的 随机 积分 : 对 于 了 为 
连续 可 微 函 数 ,定义 当 n> 十 时 
2 gm ) AB 
天 


的 概率 极限 ,我 们 称 之 为" 向 后 随机 积分 ”, 并 将 它 记 为 | /(B,) * dB,. 那么 ,对 于 由 这 种 
向 后 随机 积分 定义 的 随机 微分 方程 
6 = zx 十 | ece)d+| ws) x dB,, 


可 以 类 似 地 得 到 一 个 扩散 过 程 ,其 散 度 型 的 Kolmogorov 向 前 方程 (Fokker-Planck 方程 ) 
正 是 


ap _ 9 /oc(y): 9p) 9 
EA 元 ( 2 ay EFNALGL dh 


一 般 地 说 , 散 度 型 的 优点 是 ,其 二 阶 导 数 部 分 写 为 一 个 形式 对 称 的 运算 ,在 二 阶 线性 抛物 
型 偏 微 分 方程 中 ,这 种 形式 是 更 为 容易 处 理 . 

总 之 ,对 于 随机 积分 有 三 种 不 同 定义 ,它们 各 有 优 缺 点 : Ito 积分 (向 前 随机 积分 ) 的 
优点 是 具有 款 性 质 ,因而 有 利于 处 理 轨道 性 质 和 平均 性 质 . Stratonovich 积分 (中 间 点 随机 积 
分 ) 的 优点 是 有 与 通常 微 积分 一 样 形式 的 复合 函数 的 链 法 则 和 用 光滑 函数 近似 白 噪 声 时 的 
稳定 性 . 而 向 后 随机 积分 的 优点 是 Fokker-Planck 方程 的 散 度 型 具有 简单 而 直接 的 形式 . 


7.3 多 维 扩散 过 程 


7.3.1 多 维 扩散 方程 


以 上 的 有 关 扩 散 过 程 的 结论 ,都 可 以 推广 到 多 维 情形 . 

定理 7.7 4d 维 随机 微分 方程 的 解 ,仍然 是 Markov 过 程 , 称 为 4 维 扩散 过 程 ,其 转移 
密度 存在 ,而 且 满足 以 下 诸 方 程 : 

Kolmogorov 向 后 方程 


ap_ ly op . 
和 2 2 (x) dr + bx) Vp, 


其 中 
xX,yE RR, (ay(x))ij<a = B(x) Bx), 
义 是 关于 变量 x 的 梯度 运算 . 
Kolmogorov 向 前 方程 


ap_ 1 9 
i 2 元 5 CD2) V. (b(y)p), 


j= Oi 
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其 中 V， 是 对 于 变量 y 的 散 度 运算 . 
扩散 过 程 和 在 时 刻 t 的 分 布 密度 p(t,x) 还 满足 Master 方程 


9p 
ot 


| 9 
22 vay 5 C7)p) Ve (b(y)p). 
注 ”对 于 Stratonovich 型 随机 微分 方程 


§= xz 十 | bed 6) 
其 Kolmogorov 阿 局 克 枪 汐 


ap 1 1 9 )op 
和 1 7 a z+ (y) 十 地 之 乏 ] 
而 Kolmogorov 向 前 方程 可 以 写 为 以 下 的 散 度 形式 : 


ap 1 9 ap < 9 1 A 9as 
a EE 吕 训 (oo je]: 
7.3.2 非 退 化 时 齐 扩散 过 程 的 两 歧 性 和 不 变 密度 
在 本 段 中 ,我们 讨论 系数 不 含 上 的 时 齐 情形 . 


加 


定义 7.2 ”如果 存 在 非 负 函数 g(x) ,使 时 齐 的 Markov 过 程 的 转移 密度 p (t,x,y) 
满足 


p(y) = ptr yp dr, 


那么 ,我们 就 将 P(z) 称 为 转移 密度 p(1,zx,y) 的 不 变 密度 ,也 称 为 Markov 过 程 的 不 变 密度 
df 1 E 
例 7.5 9?(Cz) 一 


-去 是 OU 过 程 的 不 变 密 度 . 
技 ' 是 OU 过 程 的 不 变 密度 
Nb 


证 明 注意 


; | 
lim ptr) = 


在 Chapman-Kolmogorov 方程 中 令 * 一 十 co ,并 将 变量 x 改 记 为 x, 便 得 到 
py) = pts pc) dr. 

类 似 地 我 们 可 以 得 到 : 如 果 当 上 ~ 十 cc 时 Markov 过 程 的 转移 密度 有 不 依赖 初始 状 
态 z 的 非 零 极限 , 记 wp(y)= lim p(t,x,y) ,那么 g(xz) 就 是 转移 密度 的 不 变 密度 

与 之 相反 ,Brown 运动 却 不 存在 不 变 密度 ,因为 其 转移 密度 


1 oD 上 一 十 co 
pt y) 一 一 一 e > 


一 0. 
V2nt 
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然而 ,对 于 cCz) 有 正 下 界 (一 般 称 为 非 退 化 的 ) 的 扩散 过 程 , 有 一 个 公认 的 论断 ,就 是 
对 于 较 好 的 系数 c(z),0(Cz) ,作为 随机 微分 方程 解 的 扩散 过 程 的 转移 密度 具有 如 下 的 
Orey 的 两 歧 性 质 : 在 1 十 时 ,要 么 pt,zyy) 一 0( 例 如 Brown 运动 ) ,要 么 zt,zyy) 一 


某 个 与 工 无 关 p(y), 且 满足 eemas 一 1. 这 两 种 情形 分 别 类 似 于 Markov 链 的 非常 返 、 


零 常 返 (p(1,z,y) 一 0) 与 正常 返 (p(1,x,y) 一 p(y)). 然 而 这 个 断言 完整 而 严格 的 数学 证 
明 却 并 没有 完全 流行 . 

在 第 二 种 情形 ,根据 偏 微分 方程 的 理论 ,极限 函数 应 该 是 Kolmogorov 向 前 方程 的 
定 态 解 ( 即 不 依赖 时 间 上 的 解 ), 即 满足 椭圆 型 方程 


92 fa (y)2 了 
5 > ?】 WP) 0. 


另 一 方面 ,在 Chapman-Kolmogorov 方程 pnCt 十 sz,y) 一 | ccrapGvrod 中 ， 


令 ( 十 中, 便 得 9(3) 二 | pz)pGs:=sy)ds 这 说 明了 极限 函数 9 是 扩散 过 程 的 转移 本 数 
的 不 变 密度 . 直观 地 看 ,多 维 扩散 过 程 的 转移 密度 的 不 变 密度 p 应 该 是 多 维 的 Master 方 
程 的 稳 态 解 . 可 以 由 严格 地 数学 证 明 ,在 系数 很 宽松 的 要 求 下 ,这 确实 是 对 的 . 也 就 是 不 变 
密度 9 满足 方程 : 
1 9 
3 avay 9y; 
综 上 就 归结 出 扩散 过 程 的 以 下 的 重要 结论 ， 
定理 7. 8( 转 移 密度 的 两 歧 性 ) 通常 的 (例如 ,系数 光滑 ,扩散 系数 有 一 个 正 的 下 界 
的 情形 ) 随 机 微分 方程 ,其 解 d 维 扩散 过 程 {& ,1 三 0) 的 转移 密度 p(1,x,y) 满 足 : 或 者 
,Jim p(t,z，y) 二 某 个 不 变 密度 9(z) ,或 者 lim p(t,x,y) 二 0. 而 且 有 不 变 密度 的 充 要 条 件 
为 方程 


Fa (WP) 一 V (bly)y) = 0. 


去 电 Co CD9) 一 V (bl(y)p) =0 
有 非 负 的 非 零 可 积 解 . 在 条 件 成 立时 ， i 就 是 扩散 过 程 的 不 变 密度 . 这 时 , 如 果 初 值 
y 


名 的 密度 是 p(x) ,那么 1 ,t 宇 0} 是 平稳 过 程 . 

证 明 最 后 的 结论 证 明 如 下 : 由 于 p(t,zx,y) 是 不 变 密度 ,所 以 ,对 于 任意 +, 随 机 变 
量 的 概率 密度 也 是 g(x). 于 是 利用 Markov 过 程 的 时 齐 性 ,就 得 到 (6& 4,, 6&4,，…， 
+4) 在 点 (x1 ,zs，… ,zx,) 的 联合 密度 为 x(zDp(ts 一 1 TI sz2) p(t 一 ty-1sTn-1sXn). 可 
见 它 与 ;无 关 . 从 而 它 与 (和 ,5 ,2 ) 有 相同 的 联合 密度 . 
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7.4 扩散 过 程 的 遍历 定理 


由 于 扩散 过 程 的 遍历 定理 在 物理 .化 学 .生物 工程、 经 济 、 金 融 等 诸多 领域 有 广泛 的 
应 用 ,我 们 不 加 证 明 地 叙述 以 下 两 个 定理 . 
定理 7.9( 个 体 遍历 定理 ) 如 果 存 在 0 二 7 三 7; ,使 扩散 矩阵 4Cx) 一 (ay (x)) 满 足 
NTA(x) 过 7(1 十 | x 1?)I (I 是 单位 矩阵 )， 
而 且 方 程 
a 
区 De 
有 一 个 非 负 非 零 的 可 积 解 . 那么 其 归 一 化 p(x) 是 对 应 的 扩散 过 程 & 的 不 变 密 度 , 并 且 成 


立 如 下 的 遍历 定理 对 于 任意 有 界 的 ,或 非 负 而 | FCz)g(z)dz 一 上 ce 的 (可 以 无 界 ) Borel 
函数 /, 不 管 久 的 初始 分 布 是 什么 ,人 恒 有 
P(#| /a es es |reoecoaz]= 1. 


这 个 定理 的 证 明和 远 远 超出 本 书 的 水 平 .故而 从 略 . 此 定理 是 Markov 链 的 遍历 定理 的 
扩散 过 程 版 本 ,其 出 处 可 参见 钱 敏 平 , 歼 光 鲁 所 编著 的 (随机 过 程 论 》( 第 二 版 ,北京 大 学 出 
版 社 ,1997). 该 书 中 叙述 的 遍历 性 条 件 , 是 由 Orey 的 二 歧 性 定理 保证 成 立 的 . 

类 似 的 事实 对 于 多 个 时 刻 也 成 立 , 即 对 于 任意 ”任意 0<s% 二 …<s 及 任意 的 有 界 
Borel 函数 f(z zs，…zn) ,不 管 名 的 初始 分 布 是 什么 ,总 以 概率 为 1 地 有 


和 Ef 
Jim 于 | fC 6 ed 


5———(ay(y)p) 一 V (bl(y)p)=0 


一 [re A i 


我 们 强调 这 里 的 遍历 性 定理 的 结论 不 依赖 过 程 的 初始 状态 ,这 正 是 统计 物理 所 需要 
的 “各 态 历经 性 质 ”. 正 是 利用 了 Markov 性 的 特点 而 得 到 的 . 对 比 起 来 ,即使 用 强 有 力 的 
平稳 过 程 的 遍历 理论 也 不 能 得 到 这 个 结论 . 

作为 定理 7. 9 的 推论 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 7. 10( 平 均值 定理 ) 在 定理 7. 9 的 条 件 下 ,对 于 任意 有 界 的 Borel 函数 f, 及 任 
意 初 值 6 一 有 


全 工 一 证 oo 
| Cd | rorcnas 


证 明 从 略 . 
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我 们 限于 考虑 系数 不 含 时 间 上 的 情形 . 对 于 d 维 扩散 过 程 ,如 下 确定 的 (向 后 ) 微 分 算 
子 L 
要 Ee CD E+) + Vi 


2 ,所 1 
aa 
xy ER，(ar(xz))iu<d 一 怠 (xz) 怠 (xz)7， v 是 梯度 运算 . 
令 Q 是 R" 中 的 一 个 有 界 开 区 域 ,其 边界 记 为 20. 


7.5.1 多 维 扩散 过 程 的 首 达 时 与 吸收 过 程 


以 zt 记 初 值 6 二 x(xE 0) 时 的 扩散 过 程 首 达 边界 9Q 的 时 间 , 即 
be & E€ 90)， 如 果 {1: 名 € 30)} 不 是 空 集 ， 
和 所 


十 co， 如 果 {t: 各 E 302} 是 空 集 . 
时 齐 的 扩散 过 程 & 在 到 达 边 界 前 , 即 :<r 的 部 分 为 
EE (< 


称 为 在 边界 30 吸收 的 过 程 ,其 中 + 是 扩散 过 程 &, 首次 到 达 边界 30 的 时 刻 . 吸收 过 程 的 直 
观 含义 是 : 一 旦 扩散 过 程 到 达 边 界 9Q, 它 就 完全 消失 了 (也 称 为 斩 杀 过 程 ). 直观 上 看 这 个 
在 边界 292 吸收 的 过 程 在 区 域 2 内 应 该 与 原 过 程 有 相同 的 转移 密度 ,不 同 之 处 是 ,在 边界 
30 吸收 的 过 程 $?? 不 再 可 能 到 达 边 界 , 也 就 是 ?转移 到 边界 30 的 概率 密度 应 该 为 0. 于 
是 ,我 们 不 加 证 明 地 得 到 以 下 的 定理 . 

定理 7.11 在 边界 93Q 吸收 的 过 程 ? 的 转移 密度 , 记 为 pa(t,x,y), 它 满足 方程 


代 =L; pa; 


oat 
pa |yen = 0， 
lim [poltsxo3) F639) dy 一 f(x) ( 初 值 )， 
其 中 
X, ER， (ay(x))ij<a = Ex) Bx)', 
吸收 过 程 的 密度 函数 po (t,x,y) 的 解析 表达 式 几 乎 很 少 可 能 得 到 . 但 是 本 段 的 讨论 
有 两 个 方面 的 意义 : 有 助 于 进行 理论 方面 的 分 析 研 究 , 也 有 助 于 通过 随机 模拟 得 到 过 程 
在 区 域 中 的 一 些 特征 量 的 统计 估计 . 
注 在 系数 含 时 间 上 时 相应 地 要 改 为 : 吸收 转移 密度 po(s:xr:t,y),s* 二 :, 满 足 向 后 
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方程 
ap 
ek = 
pa |yen 一 0， 
lim [possxot) fdy 二 f(x) ( 初 值 ). 
问题 1 求 Ez,. 
定理 7.12 若 以 下 的 Dynkin 方程 
Lu 一 一 1，xE0， 
| 三 05 xEao0 
有 一 个 二 次 连续 可 微 的 有 界 正解 v(x) , 则 到 达 边 界 的 平均 时 间 Er 一 wCxz). 
证 明 对 于 w(&) 用 Ito 公式 ,有 
v(€) = v(x) + Lucé)ds + | ce) . Vu(€)dB,. 
取 t 一 zx 得 到 
0 = v(é,)= vx) + [Lod +)e (€) + Vu(€)dB, 


= 二 ee) . Vu(€) dB, 
6 


取 期 望 得 
0= v(x) — Er.. 
即 
Er: = v(x). 


利用 这 个 公式 可 以 通过 初 值 为 x 过 程 的 多 个 独立 样本 {&* ,t 过 0.5 一 x) ,kn, 由 
ro 十 r2 十 .十 rw 
二 一生 模拟 Dynkin 方程 的 解 v(x). 


n 


注 在 系数 全 时 间 + 时 相应 地 要 改 为 : 如 果 Dynkin 方程 
小 入 而 六 一 一 1， x€QN, 


Wits = xXEINts 
有 一 个 对 于 + 一 次 连续 可 微 ,对 于 x 二 次 连续 可 微 的 有 界 正解 v(t,x), 则 Er 三 s 十 v(s,x). 
问题 2 求 c 的 分 布 . 
定理 7.13 如 果 方 程 
tla=0, xENtST, 


u(T,x)=0, xEDN, 
u(t,x) 一 1. XEINt<T 
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有 对 1 一 次 连续 可 微 ,对 x 二 次 连续 可 微 的 解 . 记 为 ur(t,x) ,那么 
P(r 一 T) = ur(0,x). 
证 明 对 ur(t,&) 用 Ito 公式 


: ya 
ur Cts) = ur(0,x) +| Vur ss€ dB, + | (EE 
0 0 
于 是 有 


TA 
MT(T 人 天 ,人 Ac) =ur(0,x) + Vur(s,€)dB, 


十 |” (EE 
其 中 a 和 5 二 min{a,0b}). 取 期 望 并 利用 
Eur(T Am 各 人 uv) = ur(T,x)Plrs 之 T) 十 xm 全 )Pm < T) = P(r < 7D), 
得 到 
Plr: <T)= Eur(T A wb) 


TAr (9 
ur (0,x) + 可 ( | Pre.eod = ur(0,x). 
0 os 


用 这 个 表达 式 可 以 通过 初 值 为 x 过 程 的 多 个 独立 样本 1&” ,1 宇 0,&49 二 x) ,k 三 n, 模 
拟 zc 的 分 布 并 估计 ur(0,x). 

也 可 以 用 吸收 过 程 的 转移 密度 表达 zt 的 分 布 函 数 . 为 此 注意 吸收 过 程 就 是 622 一 
外 (1 二 7) ,所 以 P(r, 记 力 表示 在 时 间 t 前 还 未 被 吸收 的 概率 , 即 


P(r 过 1) = |pacesxs ydy. 
故而 zc 的 分 布 函数 是 
P(t 1)=1 — pattsxo pdy. 
而 且 我 们 还 可 以 得 到 Er 的 另 一 个 表达 式 : 
Er — 三 Per > Dd = [Joesxs yy dyde. 
注 在 系数 含 时 间 t 时 相应 地 改 为 : 如 果 方 程 
+ =0, reQt<T, 


ul(T,x)=0, ZE0， 
u(t,7)=1, TEIN,sEtET 


有 对 上 一 次 连续 可 微 ,对 并 二 次 连续 可 微 的 解 . 记 为 ur(t,x) ,那么 
Pl(r: < T) = ur(s,x). 
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7.5.2 多 维 扩散 过 程 的 首 达 地 点 分 布 与 Dirichlet 边 值 问题 


问题 1 Dirichlet 边 值 问题 解 的 概率 表示 . 
定理 7.14 若 椭圆 型 方程 的 Dirichlet 边 值 问题 
Lu = 0， xE 0， 
Le = FooD).，xea0 
在 QQ 有 二 次 连续 可 微 的 解 u(x), 则 有 Kolmogorov 公式 
ul(x) = Ef (€.). 
这 是 调和 函数 平均 值 公式 的 概率 形式 推广 . 
证 明 注意 岛 =x, 对 x(&) 用 Ito 公式 
ul(&é) = u(x) + Vul(€)dB, + | wa. 
于 是 有 
f(€) = ul ) = ux) + Vu(€) dB, +| Lacyas = u(x) + 上 Vu(€)dB,. 
取 期 望 得 到 


Ef (€.) = u(x). 
利用 这 个 公式 ,可 以 通过 随机 模拟 得 到 有 界 区 域 的 Dirichlet 问题 解 在 指定 点 zx 的 值 
的 估计 : 首先 生成 过 程 {&,t 宇 0} 的 n 个 模拟 样本 {8&?”,t 宇 0} ,in. 那么 ,以 很 大 的 概率 有 


un) ~ oe). 
i=1 


当然 ,在 实际 施行 时 还 要 将 空间 离散 化 . 

问题 2 首 达 地 点 的 分 布 . 

定理 7.15 对 于 边界 2 上 的 一 个 部 分 下, 如 果 方 程 
Lu 一 0， xcE0. 
ur) 一 1，xYET， 
u(xz)=0, xE€E MN—T 

在 Q 有 二 次 连续 可 微 的 解 ur(x), 则 有 

P.(€., ET) = ulx). 

证 明 这 是 问题 1 的 特殊 情形 , 即 f= 二 Ir 的 情形 . 


“7.6 ”Girsanov 定理 与 Feyman-Kac 公式 


Girsanov 定理 与 Feyman-Kac 公式 是 随机 微 积 分 中 ,除了 Ito 公式 以 外 两 个 最 重要 
的 基本 定理 . 它们 与 Ito 公式 一 起 ,形成 了 随机 分 析 理 论 与 应 用 的 三 大 支柱 . 它们 的 证 明 
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需要 随机 分 析 的 工具 ,所 以 我 们 只 给 出 叙述 ,而 不 给 证 明 . 
7.6.1 Brown 的 随机 平移 


定义 7.3(Girsanov 变换 ) 设 B, 为 概率 空间 (0Q2,F,P) 上 的 d 维 Brown 运动 ,®@, 为 
(B,) 可 知 的 有 界 随 机 过 程 . 令 


Girsanov 变换 


尖 ， =B, = @.d;, 
它 称 为 Brown 运动 的 随机 平移 或 Girsanov 变换 . 定义 一 个 新 的 概率 P* 如 下 : 对 于 2 中 
的 任意 事件 A, 只 要 它 的 信息 完全 可 由 {B,: s 迄 二 确定 ,就 定义 它 的 新 的 概率 为 


Pp* (A) = ELIel® aihwee]， 
则 不 难 验证 P* 满足 概率 的 公理 ,因而 它 确 是 7 上 的 一 个 概率 . 下 面 是 一 个 极为 深刻 的 
定理 . 


定理 7.16(Girsanov 定理 ) 在 新 概率 P" 下 ,Brown 运动 的 Girsanov 变换 B, 是 d 维 
Brown 运动 (警告 : 在 原来 的 概率 已 下 它 并 不 是 Brown 运动 ). 

Girsanov 定理 有 广泛 的 应 用 . 例如 ,把 它 应 用 到 金融 数学 中 的 Black-Scholes 模型 ,就 
可 以 得 到 风险 中 性 的 概率 ,这 是 期 权 (option) 定 价 的 理论 基础 . 


7.6.2 Feyman-Kac 公式 
定理 7. 17 (Feyman-Kac 公式 )” 设 是 随机 微分 方程 总 一 x+ | bds 十 


号 (&)dB, 的 解 ,c(z) 宇 0,(ay(z))ijcs = 二 加 (x) 加 (x)"T. 那 么 ,在 0 过 :过 人 满足 终 值 条 件 
u(T,x) = f(x) (x € RR’) 


的 线性 偏 微分 方程 
CN qu 二 
+ 0 十 b(x) Vu —c(x)ut g(t,x) 


的 解 可 以 用 概率 表示 为 以 下 的 期 望 的 形式 : 
w(t) = E(| eb) ds +t eee (en)). 


Feyman-Kac 公式 将 一 个 线性 偏 微分 方程 的 终 值 问 题 的 解 ,表达 为 一 个 随机 微分 方 
程 的 解 的 函数 的 条 件 期 望 . 于 是 可 以 通过 随机 模拟 得 到 线性 偏 微 分 方程 的 终 值 问题 的 数 
值 解 . 例如 说 ,得 到 


Tf 
u(0,x) = E[| leg sg) ds + ele (er) | 
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的 近似 值 . 
而 Dirichlet 问题 
D6 Tb) Vu eut gx) =0, xEG, 
WX) = 05 YE 9CG 
的 解 的 概率 表示 则 为 


WE 二 E(| sc el dle = *): 
o 


其 中 zt 是 随机 过 程 &, 首 达 边界 9G 的 时 刻 . 
我 们 对 Dirichlet 问题 情形 给 出 一 个 直观 说 明 . 假定 和 二 x. 由 Ito 公式 得 到 


dn)e ls) —du(€)e le 十 Ne 


=|(3 Da 


2 :2 


cc, J 


bn) Va ja 60 wedB] 


二 大 Eee ele 


uC)e Jie — dx) 
1 < 32 
LI( 5 Da ed + bx) wx] 
irj= 1 
二 | [eco wale ledB,. 
。 


令 :一 r, 再 取 期 望 ,形式 地 认为 Ito 积分 部 分 的 期 望 为 0, 并 注意 &, E9G,u(&, ) 一 0， 
并 且 u(x) 是 Dirichlet 问题 的 解 ,我 们 便 得 到 
u(x) 一 El| ge el a]. 
Feyman-Kac 公式 的 概率 含义 
假设 一 个 按 随机 微分 方程 的 解 的 轨道 作 随机 运动 的 粒子 在 一 个 小 的 时 间 区 间 [z,t 十 h) 
以 概率 c(&)h 十 o(h) 被 * 斩 杀 ”. 对 时 间 取 等 分 


一 5 各) 天 (人 JE le ja 


0=t < ot hh=tn—d 
那么 直到 时 间 上 为 止 还 存活 的 概率 近似 地 是 


全 一 发 | 
[Ga 一 < = exp{ > log(1 一 <(6， 2 } 
k=0 R=l 
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~ exp{— Feee, 六 aaa exp 人 一 | cd 


朋 
下 


u(x)= E[| ce el a] 


二 沿 随 机 轨道 在 到 达 边界 9G 前 还 未 被 斩 杀 的 粒子 的 轨道 两 数 g () 值 的 平均 . 
“7.7 扩散 过 程 的 最 佳 停止 


随机 微分 方程 的 解 的 最 佳 停止 问题 ,来 自 最 佳 控制 .最 佳 估计 、 美 式 期 权 的 定价 等 实 
际 问题 . 假定 一 个 系统 用 随机 微分 方程 建 模 ,而 这 个 系统 中 还 含有 一 个 或 多 个 可 以 调节 的 
参数 , 称 为 控制 变量 ,调节 这 些 参数 以 控制 这 个 系统 的 动态 发 展 ( 以 达到 预先 设计 的 目 
标 ) ,或 者 只 决定 是 否 停止 . 最 佳 控制 问题 就 是 要 使 所 付出 的 价格 最 小 . 

最 简单 的 情形 是 只 决定 是 否 停止 . 

考虑 d 维 具 有 光滑 边界 9G 的 开 集 G. 假定 随机 微分 方程 

dé = b(t.€)dt+i+3 ,8 )dB, 

对 于 给 定 的 初 值 名 ECG 存在 唯一 的 解 .& 首 达 边界 9G 的 时 刻 记 为 z,. 假定 将 过 程 停止 在 


某 个 停 时 0 需要 付出 价格 : | reod 十 g(&), 其 中 前 一 项 是 运行 价格 ,而 后 一 项 是 停 
止 的 费用 .将 停止 在 停 时 9 需要 付出 的 平均 价格 记 为 1.(9). 于 是 
J.(0) = E([| /ea taén)] | =x). 
最 佳 停止 问题 就 是 要 找 停 时 0" 使 
Jsb) = inf J (0) 
68 是 停 时 
右边 的 这 个 量 , 称 为 价格 函数 , 记 为 u(x), 即 


u(x) Einf J.(0), x€EG. 
9 是 停 时 


它 是 给 定 起 点 x 时 的 最 小 期 望 价格 .对 于 已 知 的 价格 函数 找 最 佳 停 时 0 的 常见 的 方法 是 
动态 规划 方法 . 假定 (x) 十 分 光滑 ,我们 要 找 出 它 满足 的 条 件 . 首先 ,有 u(x) 三 J (0) 一 
g(x), 妈 

(1) u(x)<g(x) ,xEG. 
再 则 ,如 果 xE9G, 那 么 二 0, 所 以 有 w(x) 二 g(x), 即 

(2) u(x)=g(x),xEIG. 

对 于 任意 xEG 及 任意 一 个 小 的 停 时 8 ,假定 在 时 刻 6 还 没有 达到 3G, 如 果 我 们 不 在 
时 刻 6 停 止 ,那么 可 以 考虑 这 个 随机 微分 方程 从 新 的 状态 名 出 发 ,这 时 的 价格 函数 将 是 
ul 名 ) ,于 是 价格 至 少 有 
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BE 人 (| /eat ut)). 
所 以 
u(x) < E(| /car + uce)). 


故而 


ji [ d+ [uC(é) —u(x)])> 
lim 六 (J /ed [ulé,) u(x)])20. 


用 Ito 公式 ,得 到 
fe) 十 LueCxr) 三 0 

或 者 

(3) —Lu(x)<f(x) ,xEG. 

但 是 ,如 果 在 (1) 中 在 G 中 的 某 些 点 x 出 现 严 格 的 不 等 式 u(x) 二 g(x) ,那么 最 佳 情形 
是 不 要 立刻 停止 (因为 立刻 停止 的 价格 是 g(x), 它 比 应 该 达到 的 最 小 值 u(x) 大 ). 直观 地 
设想 我 们 需要 让 过 程 进行 某 个 至 少 很 小 的 一 段 时 间 ,并 使 

WW) = E(| /dt ue)). 


也 就 是 有 
一 Lu(x) 一 f(x)， 在 满足 u(x) 二 g(x) 的 x 点 . 
综 上 ,我 们 得 到 价格 函数 u(x) 满足 的 条 件 
max{—Lu—f.u—g}=0, xE€G, 
[ 5 XiE 9C 
称 为 最 佳 条 件 . 
价格 函数 的 求解 
我 们 不 加 证 明 地 引述 下 面 两 个 定理 . 
定理 7.18 假定 f,g 都 是 光滑 函数 ,那么 存在 唯一 的 具有 二 阶 有 界 导 数 ( 但 是 未 必 
连续 ) 的 函数 满足 : 
(1) u(x)<g(x) .xEG:; 
(2) u(x)=g(x) ,xEIG; 
(3) —Lu(x)< f(x) ,xEGs 
(4) max{ 一 Lu 一 fu 一 g) 二 0 对 于 xEG 几乎 处 处 成 立 . 
实际 上 的 近似 做 法 是 ,引入 一 个 惩罚 性 的 光滑 的 非 负 非 降 是 函数 4.(x) (假定 4.(x)= 
0Cx<0) 并 使 im 4.(x) 二 十 ,x0)), 考 虑 对 原 问 题 使 用 惩罚 函数 得 到 的 近似 模型 ， 
— Laut) tA Gr) — gx) =/f, x€EG, 
we 一 gy EA. 


习 题 7 163 


这 个 近似 模型 将 具有 活动 边界 的 微分 不 等 式 近 似 地 用 一 个 普通 边界 条 件 的 偏 微分 方 
程 . 对 于 给 定 的 4.(x) ,可 以 用 数值 近似 计算 上 述 方程 的 解 . 
最 佳 停止 策略 的 获得 
一 旦 得 到 了 价格 函数 ,我 们 定义 如 下 的 停止 集合 : 
S EE{x € G: u(x) = g(x)), 
它 是 一 个 闭 集 ,也 就 是 在 S 中 取 值 的 任意 序列 的 极限 仍 保持 在 S 之 中 . 
定理 7.19 假定 f,g 满足 定理 7. 18 的 条 件 ,那么 u(x) 是 价格 函数 ,而 且 对 于 任意 
xzEG=GU3G, 从 x 出 发 的 随机 过 程 & 首 达 S 的 时 刻 0" 是 一 个 最 佳 停 时 , 即 
xD = 10°) 一 is(0)。 
直观 推导 “ 按 上 面 的 阐述 ,在 集合 G 一 S={xzEG: xCr)< 一 g(Cx))} 上 应 该 有 Lu= 三 而 
且 在 G 一 S 的 边界 上 有 vv=g. 注 意 rx 人 0 是 随机 过 程 首次 越 出 集合 G 一 S 的 时 刻 , 于 是 
对 于 xEG 一 S 有 
rr Ao” 
u(x) 一 2 人 f(€) di+ gb no )]= J:(0° ). 
但 是 ,对 于 xES 有 zt: 人 A9" 二 9* ==0, 从 而 有 w(x) 二 g(x) 二 J,(0" ). 综 上 所 述 , 我 们 得 到 : 
对 于 任意 xEG 恒 有 wx(xr) 一 Js (0 ). 


最 后 证 明 u(x) 确 是 价格 函数 .为 此 ,对 于 任意 停 时 0, 在 [0,rt; 和 人 09] 上 对 u(&) 利 用 Ito 
公式 得 到 


rN 
u(x) 一 ll Lu)dtt ut | 
0 


由 于 在 G 中 有 一 Lu 三 f,u<<g, 以 及 上 面 已 经 得 到 的 结论 ,还 有 
10 = wo SE fd + a ]= 7160). 
由 停 时 9 的 任意 性 立刻 得 到 .0* )=u(x) = inf] (0). 


习题 7 


1. 对 于 有 界 的 实 值 函 数 f(D) , 求 Eelveoea . 
2. 假定 a(4.z) 满 是 向 后 方程 号 十 二 0, 证 明 But,B) 一 w(0.0)， 


3. 求 一 维 初 值 问题 


u(0,.7) = f(x) 
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的 解 f(t,zx). 再 推广 至 多 维 情形 . 
4. 求 一 维 终 值 问题 


a 
dx 


u(T,xz) = f(x) 
的 解 f(t,zx) ,0 过 :二 T. 再 推广 至 多 维 情 形 . 


第 8 章 随机 微分 方程 的 解 的 数值 模拟 算法 


8.1 随机 微分 方程 轨道 的 采样 近似 


随机 微分 方程 描述 了 相当 广泛 的 一 类 常见 的 随机 系统 . 给 出 了 随机 系统 建 模 的 一 种 
重要 的 途径 . 统计 物理 中 通过 求解 Master 方程 ,或 者 Fokker-Plank 方程 得 到 状态 的 概率 
密度 或 状态 转移 的 概率 密度 ,并 用 后 者 描述 系统 的 时 间 发 展 ,应 用 领域 的 人 们 较 少 地 注意 
到 随机 过 程 按 样本 轨道 的 发 展 ,甚至 不 理解 研究 随机 过 程 按 样本 轨道 发 展 的 必要 性 . 这 样 
的 了 解 看 来 有 些 粗放 . 要 想 了 解 随机 系统 的 时 间 发 展 ,更 精确 的 是 将 状态 按时 间 的 发 展 作 
为 随机 试验 的 基本 结果 ,进行 概率 和 统计 研究 ,这 就 是 随机 过 程 . 事实 上 ,只 知道 系统 在 固 
定时 间 的 条 件 规 律 或 状态 转移 的 统计 规律 ,常常 是 不 够 的 ,特别 地 ,有 时 描写 转移 的 统计 
概率 规律 的 参数 通常 并 不 知道 其 具体 的 数值 ,这 就 需要 通过 实验 的 结果 统计 地 推定 , 即 估 
计 . 就 是 通过 用 随机 过 程 的 一 段 相 当 长 时 间 的 现实 , 即 轨道 的 数据 来 估 值 . 这 种 用 随机 过 
程 的 一 个 轨道 表示 过 程 的 特征 参数 的 性 质 , 就 是 用 时 间 平 均 近似 空间 平均 的 性 质 , 统 计 物 
理学 家 通常 称 之 为 遍历 性 质 . 统计 物理 的 基础 之 一 就 是 假定 系统 的 发 展 具 有 遍历 性 质 . 然 
而 如 果 进 一 步 追 溯 , 什 么 样 的 模型 能 具有 遍历 性 质 呢 ? 统计 物理 中 忽视 了 这 一 方面 的 进 
一 步 闸 述 与 研究 . Markov 过 程 与 随机 微分 方程 的 理论 完美 地 回答 了 这 个 问题 . 这 个 理论 
说 明 在 很 宽松 的 条 件 下 , 按 样本 轨道 的 采样 将 给 出 这 个 随机 过 程 的 平稳 分 布 与 转移 概 
率 等 数值 的 统计 估计 ,同时 也 能 估计 系统 的 特性 参数 . 这 对 于 认 知 与 分 析 系 统 的 性 能 
是 十 分 重要 的 . 而 随机 微分 方程 的 解 的 数值 模拟 正 是 提供 随机 过 程 的 近似 样本 轨道 的 
实际 途径 .了解 随机 过 程 的 精粹 正 是 要 了 解 状 态 按 系 统 模型 所 作 的 时 间 发 展 , 随 机 微 
分 方程 提供 了 一 个 强大 的 模型 与 工具 . 

在 原则 上 ,随机 微分 方程 

号 一 名 十 | bs.8)ds 十 | ce)dB,， (8.1) 

可 以 用 和 迭代 方法 给 出 数值 解 . 但 是 ,从 计算 的 角度 看 ,这 种 方法 并 不 经 济 . 在 实践 中 ,我 们 
需要 采用 更 省 时 间 的 算法 . 

由于 4 一 NC0.1), 在 许多 应 用 领域 中 ,例如 ,在 金融 领域 中 ,人 们 常常 相 咯 地 在 了 


t 
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机 微分 方程 
d& =b(&)dt+o(&)dB,, 名 一 工 C8: 1 
中 简单 地 用 w Vr 代替 dB, ,其 中 了 是 标准 正 态 随机 变量 ,也 就 是 用 随机 的 方程 
d& = 0b(E)dt+o(t)n Vdt, =z (8,2) 


近似 地 代替 方程 (8. 1). 而 求 方程 (8. 2) 的 样本 轨道 的 数值 解 ,就 是 给 出 这 个 解 在 离散 时 间 
采样 点 上 的 值 . 为 此 将 [0,T] 作 适当 小 的 步 长 5 一 工 的 7 等 分 : 
0=t <h < < =T1, 
并 且 用 45(& ) ,ol ) 分 别 近 似 地 代 蔡 5(&) ,al&) ,这 样 就 得 到 采样 值 的 递 推 近似 : 
名 一 名 十 68)AN 十 ac ) 肥 VA ， 乌 二 莹 ， (6 

其 中 是 独立 同 分 布 的 标准 正 态 随机 变量 . 

这 样 的 近似 随机 采样 较为 粗放 . 在 用 样本 轨道 的 采样 给 出 平稳 分 布 与 转移 概率 的 数 
值 的 统计 估计 时 ,有 时 需要 更 精细 的 近似 . 

注意 ,正如 第 6 章 所 指出 的 那样 ,对 于 一 个 Ito 随机 微分 方程 ,如 果 将 它 形式 地 看 成 
由 白 品 声 驱 动 的 微分 方程 ,并 且 用 光滑 的 随机 过 程 列 近似 白 噪声 时 (例如 随机 差 商 的 光 
滑 近似 ) ,那么 ,相应 的 带 有 随机 参数 的 常 微分 方程 的 解 并 不 趋 于 这 个 Ito 方程 的 解 , 而 是 
趋 于 将 Ito 积分 | 89aB, 用 Stratonovich 积分 | os) 。dB, 代替 后 所 得 到 的 Stratonovich 
随机 微分 方程 的 解 . 这 说 明 用 Ito 随机 微分 方程 建 模 会 失去 光滑 逼近 下 的 稳定 性 . 另 一 
方面 ,用 Stratonovich 型 随机 微分 方程 建 模 时 ,对 于 白 噪声 的 光滑 的 随机 双 近 ,其 解 就 
有 稳定 性 .所 以 有 人 认为 从 建 模 的 角度 ,用 Stratonovich 型 随机 微分 方程 建 模 似乎 更 为 
合理 . 


8.2 随机 微分 方程 在 固定 时 刻 附 近 的 随机 Taylor 展开 与 解 
的 差分 近似 
假定 扩散 系数 "(z) 有 界 且 二 次 连续 可 微 ,漂移 系数 5(z) 连 续 . 
我 们 考虑 随机 微分 方程 (8. 1) 的 $ 在 采样 时 刻 t(z<z) 附 近 的 展开 . 自然 的 想法 就 


是 对 随机 的 差分 进行 近似 . 
在 ,二 s 过 t+1 上 对 ol(&) 用 Ito 公式 得 到 


ol&) 一 (人 ) = | [oC CE) tie) dat | Oo)dB (8.4) 


注意 dB,dt 二 oC(dt), 故 有 
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,一 外 一 [ceod 十 | ”vce)dB， 


= (6(&,,)6+o0(0)) +o(é,)(B,,, 一 Bo) 十 人 [ce) 一 6 )]dB， 
(8.5) 
= 0(6, )0 + os, ) 6, 二 | T (6)o (&,)dB,dB, + 0(6), (8.6) 


其 中 {65} 独立 同 分 布 且 名 一 B ,一 B, 一 N(0,0). 
我 们 首先 考虑 (8. 5) 式 的 近似 . 因为 
E[ 妆 7” [cce) 一 "6.)]dB,] < ,max E[o(§) —a(S, At, = 000). 
粗略 地 (这 里 不 是 严格 的 数学 推导 ?就 有 
| [oC&,) 一 (6 )]dB, = oC3). 
所 以 ,只 要 az) 有 界 连续 (甚至 并 不 需要 二 次 连续 可 微 ) ,我 们 就 由 (8. 5) 式 得 到 随机 微分 


方程 精确 到 9 的 二 阶 ( 即 精度 为 人 5 , 称 为 半 阶 近似 ) 的 如 下 的 差分 近似 . 


8.2.1 半 阶 差分 近似 模型 (Euler-Maruyama 近似 ) 
令 
én) = m0 +o) A to )b,, En 一 站， (8.7) 
其 中 (5 ) 独 立 同 分 布 且 名 一 AB ~N(0,8) (注意 A 一 站 一 9). 注意 此 式 恰好 就 是 (8.3) 


式 的 递 推 公式 .但 是 ,与 直观 地 直接 得 到 (8. 3) 式 的 递 推 公式 相 比 ,这 里 的 推导 方法 具有 理 
论 方面 的 长 处 , 即 这 个 方法 可 以 用 来 延伸 到 获得 更 高 精度 的 近似 . 
较 高 精度 的 近似 是 利用 (8. 6) 式 . 注意 到 


[站 eg)e dB,dB,= rod ) "| dB.dB, + oc0) 


一 ca) "CB, — B,JdB, 40) 


= os (6) [ 


FB Bi, An) — BAB,, |+o0(0) 
= 坟 o(&, CE LCAB, 7 一 Ato] 十 oC9). (8.8) 


由 (8.6) 式 和 (8. 8) 式 ,我 们 得 到 随机 微分 方程 精确 到 $ 的 1 次 方 的 如 下 的 一 阶 差分 近似 . 
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8.2.2 一 阶 差 分 近似 模型 (Milstein 近似 ) 


令 


加 一 0 + bE ) A + ot )5o 十 到 6 )o (8 )( 吕 一 Atn)， (8.9) 

其 中 (6) 独立 同 分 布 ,5 一 N(0,6) ,Xm 二 zz. 

具体 的 做 法 是 : 对 于 给 定 的 n, 通 过 独立 地 生成 的 N(0,6) 随 机 数 5 (m 二 n) ,逐步 地 
解 出 的 多 ,6 ,… ,S87 ,就 得 到 随机 微分 方程 的 近似 解 在 离散 时 间 集合 {4 ,62，,… 1,} 上 的 
采样 值 . 用 它们 用 折线 作 内 插 近 似 ,或 用 样 条 函数 (spline) 作 内 插 近 似 ,就 得 到 原来 的 随机 
微分 方程 的 一 个 近似 模拟 轨道 

如 果 漂 移 系数 5(z) 与 扩散 系数 有 更 多 阶 的 连续 导数 ,我 们 还 可 以 沿 着 这 个 思路 构造 
立 阶 2 阶 ,以 致 更 高 阶 的 差分 近似 模型 . 但 是 ,对 于 通常 的 应 用 ,一 阶 近似 模型 已 经 完 
足够 了 . 

下 面 的 内 容 , 有 助 于 我 们 对 得 到 更 精确 的 随机 差分 模型 近似 的 认识 ,其 核心 思想 就 是 
多 次 运用 lto 公式 . 


8.3 ” Ito 方法 的 解 & 的 光滑 函数 1(&,) 在 时 刻 t 附近 的 随机 Taylor 
展开 
对 于 Ito 过 程 包 ,我 们 考虑 f(&) 在 + 附近 的 近似 计算 . 
为 了 求 得 较 好 的 近似 ,我 们 要 在 二 1 过 十 At, 时 用 Ito 过 程 的 函数 f(&) 作 随机 


Taylor 展开 式 , 它 是 8. 2 节 的 思路 的 推广 ,而 8. 2 节 则 可 以 看 成 f(x)==xz 的 情形 . 
由 Ito 公式 


f(&) = FS) +| [es 8) + e768)]as+| o(€)f'(&,)dB,, 


它 的 二 阶 随机 Taylor 展开 式 则 是 在 上 式 中 ,将 被 积 的 随机 过 程 & 简单 地 用 ( 它 在 时 刻 加 
处 的 随机 变量 )&, 蔡 代 后 ,再 把 两 者 的 差 项 都 归结 为 一 个 余 项 ,这 就 是 
f(8) = 6.) 十 [576 ) + 了 Ge] ds to, )f'(&,)| dB,+R, 


其 中 R 是 一 个 随机 的 余 项 . 
较 高 精确 度 的 是 一 阶 随机 Taylor 展开 ,为 了 得 到 它 ,把 上 式 改写 为 


(6) 一 (6.) 十 [46 1) 十 二 1] da dB, 
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+ [oC(€)f° (8)—o(é, ) 太 (5 )JdB,+R. 
对 于 乘积 复合 函数 (c。 /个 (&) 在 应 用 Ito 公式 ,我 们 发 现 o(&.)f'(&) 一 o(&,)f'(& ) 中 
合 to 积分 的 项 只 有 | oC&)Co 。/')'(&,)dB,, 它 的 二 阶 近似 为 
ca )(ov f°) (8 )(B,—B,), 
其 他 部 分 都 高 于 方 阶 . 于 是 在 只 考虑 一 阶 近似 时 ,可 以 将 展开 式 写 为 


HG6) = fC ) + [OE 76 +48 FE dstocs, fc) dB, 


二 ae) .FS | aB.dB, +R,. (8.10) 


这 就 回 到 一 阶 随 机 Taylor 展开 式 . 
因此 ,对 于 随机 微分 方程 中 的 被 积 随机 过 程 用 本 节 的 方法 展开 到 足够 的 阶 ,就 可 以 得 
到 更 为 精确 的 随机 差分 近似 模型 . 


8.4 ”差分 近似 模型 的 另 一 种 改进 途径 一 一 一 阶 随机 Runge-Kutta 
模型 


用 一 阶 随机 Taylor 展开 的 思想 作 差分 近似 的 缺点 是 ,需要 计算 扩散 系数 cCz) 的 微 
商 . 在 实践 中 cCz) 可 能 没有 数学 表达 式 . 避免 使 用 其 微 商 的 一 个 思路 是 : 借助 于 常 微分 方 
程 近似 计算 的 思想 ,用 一 阶 随机 Runge-Kutta 模型 . 也 就 是 用 随机 差分 模型 
和 ,一 和 十 Ke)At 十 ol) 和 十 革 让 二 一“ 人 全 一 ao)， 
{bw} 独立 同 分 布 ， 名 一 NG0,0)， 部 ' = 一 xz， (8.11) 

在 2 十 ce 时 ,理论 上 可 以 证 明 ,以 上 几 个 模型 得 到 的 “近似 解 "确实 是 在 平均 意义 下 
收敛 到 随机 微分 方程 的 唯一 的 解 . 

以 上 讨论 的 是 取 值 于 实 直线 民 : 的 随机 微分 方程 . 对 于 多 变量 情形 , 即 取 值 于 R* 的 随 
机 微分 方程 ,可 以 完全 类 似 地 得 到 随机 Taylor 近似 及 随机 Runge-Kutta 模型 . 本 书 不 再 
效 述 . 


第 9 章 随机 微分 方程 在 金融 模型 中 的 应 用 


9.1 金融 术语 与 基本 假定 


在 金融 理论 中 有 一 个 重要 的 概念 就 是 套利 , 即 人 们 受 利 益 的 驱使 ,总 是 在 寻找 套利 的 
机 会 . 套利 的 直观 含义 是 : 在 开始 时 并 无 资金 ,经 过 资本 的 市 场 运作 后 (包括 利用 借贷 )， 
变 成 为 非 负 的 (随机 ) 资 金 , 而 且 以 正 概率 具有 正 的 资金 ,也 就 是 通常 所 说 的 “空手 套 白 狼 ” 
的 机 会 . 

金融 市 场 的 基本 假定 一 一 无 套利 假定 

研究 金融 市 场 常常 设置 一 个 基本 假定 , 称 为 无 套利 原则 ,也 称 套利 原则 ,就 是 假定 正 
常 运行 的 市 场 没 有 套利 机 会 .事实 上 ,因为 在 出 现 套利 机 会 时 ,大 量 的 投机 者 就 会 涌 向 市 
场 进 行 套利 ,于 是 经 过 一 个 相对 短 的 时 期 的 “混乱 ”后 ,市 场 就 会 重 返 “正常 ”, 即 回复 到 无 
套利 状态 . 在 金融 衍生 证 券 的 定价 理论 中 并 不 讨论 这 段 短 混乱 时 期 ,因此 ,在 研究 中 ,普遍 
地 设置 无 套利 假定 . 

定义 9.1( 可 行 市 场 ) 满足 无 套利 假定 的 市 场 称 为 可 行 市 场 . 

定义 9.2( 套 期 ) 直观 地 说 ,以 持 有 某 些 有 价 证 券 的 组 合 来 抵消 某 种 金融 衍生 证 券 
所 带 来 的 风险 , 称 为 套 期 . 这 种 套 期 事实 上 是 完全 套 期 . 如 果 只 抵消 了 部 分 风险 , 则 称 为 部 
分 套 期 . 

一 种 金融 证 券 每 单位 在 上 时 刻 的 价格 为 S, ,通常 地 {S,,t 二 0} 是 一 个 随机 过 程 , 常 见 
的 情形 是 一 个 随机 微分 方程 的 解 ,或 者 是 一 个 离散 时 间 的 随机 序列 {S, ,n 宇 0). 一 般 地 ,将 

加 E([S,n 一 3 | S,x 委 间 


0 


二 lim var([LS.m — S| Su 
S, ho0 h 


分 别称 为 这 个 金融 证 券 的 收益 率 (yield) 和 波动 率 (volatility). 前 者 显示 单位 时 间 单 位 价 
格 的 平均 收益 ,而 后 者 表示 单位 时 间 单 位 价格 的 平均 波幅 变动 ,它们 是 描述 证 券 的 重要 指 
标 . 在 一 般 情形 ,它们 都 是 随机 的 且 随 时 间 变 化 的 量 , 因 此 也 可 能 是 随机 过 程 . 

定义 9.3( 欧 式 期 权 ,欧式 未 定 权 益 ) 以 一 种 证 券 为 对 象 ( 称 为 标的 变量 ,underlying 
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variable) 的 欧式 看 涨 期 权 (european call option) ,是 指 在 上 一 0 时 甲 方 (一 般 为 证 券 公 司 ) 
与 乙方 的 一 个 合约 , 按 此 合约 规定 乙方 有 一 个 权利 ,能 在 时 刻 工 以 价格 开 ( 它 称 为 执行 价 
格 ,striking price,executable price) 从 甲 方 买 进 一 批 (一 般 为 100 份 ) 这 种 证 券 ,而 且 如 果 
时 间 代 时 的 市 场 价 格 Sr 低 于 K ,乙方 可 以 不 买 .按照 这 个 和 约 只 要 在 时 间 人 本 时 证 券 的 市 
场 价格 Sr 高 于 K ,乙方 就 得 利 .于 是 ,乙方 在 时 刻本 可 净 得 随机 收益 Xr 二 (Sr 一 K)' ,其 
中 人 = “一 是 实数 。 的 正 部 . 这 种 合约 称 为 期 权 (option). 这 种 只 允许 乙方 在 最 终 
时 刻 工 作出 选择 的 期 权 , 称 为 欧式 期 权 . 这 时 乙方 希望 Sr 尽量 大 ,以 便 更 多 地 获 利 . 也 就 
是 有 选择 权 的 乙方 盼望 股票 上 涨 , 所 以 称 为 看 涨 期 权 ,或 者 买 权 (call option). 同样 ,这 个 
合约 能 给 乙方 带 来 Xr 的 随机 收益 ,这 也 需要 乙方 在 上 一 0 时 刻 用 钱 从 甲 方 购买 . 这 个 合 
约 在 :一 0 时 刻 的 价格 ,也 称 为 它 的 贴 水 或 保证 金 (premium). 研究 金融 衍生 证 券 的 第 一 
个 问题 ,是 如 何 确定 这 个 合约 在 时 刻 1 二 的 价格 . 

另 一 种 相反 的 情况 是 ,如 果 1 二 0 时 甲 方 ( 一 般 为 证 券 公司 ) 卖 给 乙方 如 下 的 合约 ,此 
合约 规定 乙方 有 一 个 权利 ,使 乙方 在 时 刻 工 以 价格 为 开 卖 给 甲 方 一 批 (一 般 也 为 100 份 ) 
这 种 证 券 , 如 果 在 时 刻 工时 的 市 场 价格 Sr 高 于 天 ,乙方 可 以 不 卖 . 按照 这 个 和 约 只 要 在 
时 间 工时 证 券 的 市 场 价格 Sr 低 于 开 ,卖方 就 得 利 . 于 是 ,乙方 在 时 刻 工 能 净 得 随机 收益 
Xr 三 (K 一 Sr)*. 这 也 是 一 种 只 允许 乙方 在 最 终 时 刻本 作出 选择 的 期 权 , 所 以 也 是 一 种 欧 
式 期 权 , 此 时 乙方 盼望 Sr 尽量 小 ,以 便 有 更 多 的 获 利 . 也 就 是 ,乙方 盼望 股票 下 跌 , 所 以 称 为 
看 跌 期 权 ,或 者 卖 权 (put option). 同样 由 于 这 个 合约 也 能 给 乙方 带 来 Xr 的 收益 ,也 就 需要 
乙方 在 :一 0 时 刻 用 钱 从 甲 方 购买 . 这 个 合约 在 t==0 时 刻 的 价格 ,也 称 为 它 的 贴 水 或 保证 金 . 

一 些 大 公司 常 把 以 本 公司 的 股票 为 标的 证 券 的 期 权 , 作 为 其 雇员 收入 的 一 部 分 ,以 将 
雇员 与 公司 利益 更 紧密 地 联系 起 来 . 

比 看 涨 期 权 与 看 跌 期 权 更 为 一 般 的 欧式 期 权 是 : 甲 方 卖 给 乙方 一 个 由 证 券 组 合 组 成 
的 一 个 合约 ,此 合约 能 在 T 时 刻 给 乙方 带 来 随机 收益 (CSr)( 称 为 欧式 未 定 权益 ， 
European contingent claim) ,我 们 也 要 给 出 这 个 合约 在 时 刻 上 一 工 的 价格 . 看涨 期 权 和 看 
跌 期 权 都 是 一 种 特殊 的 未 定 权益 ,分 别 对 应 于 f(x) 二 (x 一 K)* 和 f(z)==(K 一 zx)1. 

另 一 方面 ,如 果 人 允许 乙方 在 最 终 时 刻本 前 的 任意 时 刻 都 可 以 作出 选择 的 未 定 权益 则 称 
为 美式 未 定 权 益 (American contingent claim) ,一 般 地 .美式 未 定 权益 依赖 于 一 个 双 变 量 函 数 
f(z,z). 在 时 刻 t 执 行 此 权益 的 收益 是 f(z,S,). 即使 在 不 显 含 1 的 情形 , 即 f(1.S,)==f(S,) 
的 情形 美式 未 定 权 益 也 应 该 比 欧式 未 定 权 益 的 价格 高 ,因为 它 给 予 乙方 更 多 的 选择 自由 . 

基本 假定 ”为 了 讨论 简单 ,通常 假定 市 场 是 可 行 的 ,而 且 在 下 述 意 义 下 是 无 摩擦 的 ， 
即 无 税收 、 无 交易 费 , 允 许 卖 空 (借贷 证 券 与 现金 ) ,银行 的 存 贷 利 率 是 一 样 的 . 再 假定 此 未 
定 权益 的 持 有 人 是 小 投资 者 ,并 且 是 自 融 资 的 , 即 在 整个 过 程 中 , 持 有 人 既 没 有 添 入 资金 ， 
也 没有 抽 走 资金 . 
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9.2 Black-Scholes 模型 及 其 欧式 未 定 权益 的 定价 


9.2.1 Black-Scholes 模型 


假设 S, 满足 以 下 的 Black-Scholes 模型 
dS, = S, (pdi + odB,). (9.1) 
直观 地 可 以 看 出 ,其 中 常数 wa( 二 0) 分 别 恰 是 证 券 的 收益 率 与 波动 率 . 
假定 当前 的 银行 利率 是 非 随 机 的 常数 (或 较为 一 般 些 ,是 时 间 的 决定 性 函数 r(t)). 
存 银行 的 钱 是 无 风险 的 ,由 银行 利率 为 ~( 或 ~(t) ,这 在 数学 处 理 上 并 未 增加 任何 困难 )， 
时 刻 t=0 的 存款 Ss 元 到 时 刻 上 的 价值 应 为 
S" = Site， 即 dS? = rS?di. (9.2) 
或 
Sr = Se 即 dS? 一 (iD)S?dt。 
无 套利 下 的 欧式 看 涨 与 看 跌 期 权 的 平权 关系 
定义 9.4( 远 期 合约 ) 未 定 权益 为 Sr 的 欧式 权益 , 称 为 在 时 刻 工 成 熟 的 远 期 合约 . 
显 见 远 期 合约 在 时 刻 t( 二 T) 的 价格 就 应 该 为 证 券 的 即时 价格 S,, 因 此 , 它 也 是 一 种 欧式 
未 定 权益 . 
命题 9.1( 平 权 关系 ) ”如 果 将 看 涨 期 权 、 看 跌 期 权 、 远 期 合约 在 时 刻 :( 二 T) 的 价格 分 
别 记 为 C,,P,,F. 那么 ,在 无 套利 假定 下 显然 有 
CGC.—P,=F,— Ke"™. (9. 3) 
这 个 关系 式 称 为 欧式 看 涨 -看跌 期 权 的 平权 关系 (call-put parity). 
证 明 ”只 需 注意 (x 一 K)+ 一 (K 一 zx)+ = 二 x 一 K, 即 未 定 权 益 有 等 式 : 
(Sr—K)+—(K—Sr)+= Sr—K. 
平权 关系 说 明 买 进 一 张 ( 在 金融 中 称 为 多 头 一 张 ) 在 工 到 期 的 执行 价格 为 开 的 看 涨 
期 权 与 卖 出 一 张 (在 金融 中 称 为 空头 一 张 ) 相 应 的 看 跌 期 权 , 就 相当 于 买 进 一 张 远 期 合约 
与 卖 出 一 张 在 时 刻 T 到 期 的 额度 为 K 的 银行 存款 . 
有 了 平权 关系 ,在 欧式 看 涨 期 权 与 看 跌 期 权 中 只 要 知道 一 个 的 价格 ,就 立刻 可 以 得 到 
另 一 个 的 价格 . 


9.2.2 Black-Scholes 模型 的 欧式 未 定 权 益 的 定价 的 套 期 方法 ,Black-Scholes 
微分 方程 的 推导 与 求解 


(1) 欧式 未 定 权 益 的 定价 的 Black-Scholes 偏 微分 方程 及 其 推导 
满足 Black-Scholes 模型 (9. 1) 的 风险 标的 资产 ( 即 证 券 )S, 是 随机 微分 方程 的 解 , 因 
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此 它 是 Markov 过 程 . 于 是 , 欧式 未 定 权 益 f(S7) 在 时 刻 +( 二 T) 的 价格 (当然 是 在 平均 的 
意义 下 ) 只 依赖 标的 证 券 在 时 刻 上 当前 的 价格 S, ,因此 我 们 可 以 将 此 价格 记 为 V(z,S,). 下 


面 我 们 按 Black-Scholes 在 1973 年 的 经 典 论文 中 的 套 期 思想 ,来 推导 价格 函数 V, 坚 V(t,z) 
满足 的 微分 方程 . 首先 ,利用 Ito 公式 有 


dvdt， ,S) = [Sos.dB, + 有 二 53 一 yrs: 5]d] . 
z=5, 


2 

套 期 思想 是 ,假定 在 时 刻 t 间 认 为了 要 六 类 者 未 定妆 肥 险 , 测 扳 壤 笠 定 央 浊 4 份 
标的 证 券 . 那么 ,将 卖 出 的 未 定 权 益 合约 得 到 的 价格 V, 与 购 进 的 标的 证 券 的 花费 AS, 合 
起 来 考虑 , 甲 方 的 总 资产 是 


def 


一 一 9 
由 自 融 资 原则 ,到 时 刻 1 十 dt, 这 个 资产 就 变 为 Nis 择 Vs 一 AS,:u. 即 


9 9 
dN; = dV —AdS, = [( 纺 =4)saB. + (YW +ws, (oY 4^)+ los? 3¥ ar] . 
这 样 ,只 要 


A=— Yu,s,), (9.4) 
让 
就 得 到 
aV 1 aV 
dN = (+ 2 人 dt. (9.5) 
再 由 无 套利 假定 可 知 N, 必须 是 无 风险 资产 , 即 
dN, = rNidt. (9.6) 


事实 上 ,如果 dN,>~N,dt, 那 么 , 甲 可 以 在 时 刻 上 从 银行 借贷 并 投资 于 上 述 组 合 N, ,而 在 
t 十 dt 时 刻 得 利 dN, 后 立刻 偿还 银行 rN,dt, 从 而 净 得 dN, 一 rNidt. 在 另 一 种 情形 ,如 果 
dN, 过 rNidt, 那 么 , 甲 可 以 在 时 刻 t 卖 空 上 述 组 合 N,, 将 钱 存 人 银行 ,到 1 十 dt 时 刻 得 利 
rNidt, 并 且 再 购 回 卖 空 的 组 合 ,由 此 也 净 得 利 rNidt 一 dN,. 所 以 ,这 两 种 情形 都 发 生 了 套利 ， 
与 无 套利 假定 矛盾 . 可 见 只 能 有 dN 二 rNdt. 


将 (9.6) 式 中 的 N, 的 表达 式 代 入 (9. 5) 式 ,就 得 到 V(t,z) 应 满足 的 如 下 的 Black- 
Scholes 偏 微 分 方程 : 


aV 1, .90V aV 
3 款 ZT 5 二 直 了 rV 一 0， (9.7) 
并 且 附 加 如 下 的 终端 条 件 
V(T,z) = f(x) (因为 V(T,Sz) = f(Sr)). (9. 8) 


我 们 只 需求 得 此 方程 的 解 V(t,z) ,就 得 到 了 未 定 权 益 f(S7) 在 时 刻 1 十 的 价格 
V(t,S,). 而 在 时 刻 :一 0 贴 水 就 是 V(0,So). 
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(2) 求解 Black-Scholes 微分 方程 的 方法 
先 令 1 二 T 一 4 将 终 值 问题 化 成 初 值 问题 ,再 令 z 一 logz,V(G ,x)=V(1,z), 并 利用 


Vy = XV,， Vi = (xzVi)z = x(TV);, 一 TV 十 zV-， 二 一 一 V,， 
将 方程 (9.7) 化 简 为 


-Vt Vt (rr 0, (9.9) 
V(o,z') = (VT,z) = f(x) 一 )FCer ). (9.10) 

这 个 方程 的 系数 不 依赖 x , 它 是 常 系数 偏 微分 方程 . 然后 ,我们 作 变 换 
VO sr) = et Ut ,x'). (9.11) 


只 要 在 此 变换 中 选取 合适 的 常数 a,B, 就 可 以 消灭 方程 中 含 U 和 Uz 的 项 ,具体 步骤 如 下 . 
第 一 步 : 要 求 Ui 的 系数 为 0, 由 此 得 到 


A 

a= (0. 123 
第 二 步 : 再 要 求 U 的 系数 为 0, 得 到 
= (dre + 中 (9.13) 
这 时 (9.9) 式 ,(9.10) 式 就 简化 为 传 热 方程 的 初 值 问题 
= 

Us = $Use, (9.14) 

U(0,z) = ef(e). (9.15) 


由 此 可 以 用 初等 偏 微 分 方程 中 的 经 典 方法 , 即 用 Gauss 核 (Brown 运动 的 转移 密度 函数 也 
称 为 Gauss 核 ) 的 积分 给 出 其 解 为 


we)? 
UG ,x)= oo.we dy 
2rtc 
| 可 Gc) 
一 上 | “vf(e’)e 2 dy. 
M27t’o 
再 作 变 换 y 一 x 王 y , 便 得 
Se er ,vt 
0 Oe fe)emeem dy 一 一 fere ye Edy. 
V2rt’'o /27t’o 
es 
注意 积分 号 内 指数 项 的 分 子 为 (y 十 Lo?a)? 一 /?ota? , 作 变 换 了 二 2 一 ,就 得 
or 
一 az 2 22 
UC ,x )= £ | f(re Ve)e Te dz 
V2 
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_ a 
-i [fcre TE er sd 
最 后 用 VG,z) 一 V(x) 一 e* 1 U(1 ,x ), 得 到 V(1,x) 的 如 下 面 定 理 所 述 的 明显 表 
达 式 . 
定理 9.2 
Vl1,x) = | )e¥ de. (9.16) 
于 是 欧式 未 定 权 益 F(Sr) 在 时 刻 5 < 近 T) 的 价格 为 V(z,S,) ,而 在 合约 开始 时 刻 的 贴 水 为 
a azVT+T 和 了 
V(0,So) = /se (mT) )e Tdz. (9.17) 


而 用 以 套 期 标的 证 券 的 数量 , 则 由 (9. 4) 式 给 出 . 
定义 9.5(Black-Scholes 中 性 模型 ) 从 (9. 16) 式 可 以 看 出 ,欧式 未 定 权 益 的 定价 不 
依赖 风险 证 券 的 收益 率 yx. 而 代替 它 的 则 是 银行 利率 x. 这 就 启示 我 们 ,在 利用 Black- 
Scholes 模型 求 未定 权 益 的 定价 时 ,风险 证 券 的 价格 模型 可 以 改 用 
dS, = S,(rdt + odB,). (9.18) 
这 样 的 模型 称 为 Black-Scholes 风险 中 性 模型 . 
由 于 风险 中 性 模型 (9. 18) 与 收益 率 为 y 时 的 模型 不 一 样 , 我 们 将 对 应 于 这 个 风险 中 
性 模型 所 取 的 概率 记 为 P" (相应 的 期 望 记 为 E* ) , 称 为 风险 中 性 概率 . 
人 乱 是 收益 率 超出 银行 利率 的 部 分 关于 波动 率 的 倍数 ,在 金融 中 为 风险 的 市 场 
价格 . 
9.2.3 风险 中 性 概率 方法 
设 在 风险 中 性 模型 下 ,风险 证 券 在 上 时 刻 的 价格 记 为 S,. 它 关 于 银行 利率 ~ 的 折 现 
价 记 为 S, 竺 e-"S,( 在 初始 时 刻 它 的 等 价 价格 ,就 是 将 一 切 资产 都 折合 到 初始 时 刻 考虑 ， 
以 便 比 较 ). 对 它 用 Ito 公式 得 
dS,= d(e"S,) =—re™S,dt+e™"S,(rdt+odB,) = oS,dB,. (9.19) 
由 此 可 见 对 风险 中 性 概率 P* 而 言 , 风 险 证 券 的 折 现 价 S, 是 随机 微分 方程 (9. 19) 的 解 ,由 
例 6. 5, 这 个 方程 有 唯一 解 , 这 个 解 是 
3 Se (9. 20) 
这 正 是 Brown 运动 B, 的 一 个 指数 款 . 又 因为 款 在 时 间 进 行 中 体现 了 公平 的 (平均 地 ) 发 
展 , 时 刻 工 的 未 定 权益 FSr) 在 初始 时 刻 的 折 现 价 是 7 e- 了 Fe7Sr) ,而 蒜 性 质 应 该 体 
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现 为 : 时 刻 1 的 价格 在 初始 时 刻 的 折 现 价 V, 竺 e-"V, 应 该 是 巨 " (f1B,,s<<) , 即 


V.=E'(f|B,,s<t). (9.21) 
于 是 
Vi=eE' (ef(eT S71) |B,,s<t) 
= eB" [fCS,e r+ (mE) ) 1B,,s < 4. (9. 22) 
再 利用 条 件 期 望 的 公式 ,并 令 7 革 和 尘 , 则 对 应 于 概率 P* 有 w~N(0,1D). 故 而 


TV, 二 Le EE (zerar 3) )]--see[ (~$) 0] 
三 [ee 本 (re MA )]-seo[ (于 )cro] 
| rte vim ya 
= ET Jsiel T ) Tot )e Tdu=V(,S,). 
V2 


V(t,z) 正 好 是 带 终 端 条 件 的 Black-Scholes 偏 微 分 方程 的 解 (9. 16). 

推论 9.3 对 于 远 期 合约 f(x)= 二 zx, 由 定理 9.2 得 到 它 在 时 刻 上 Ct<T) 的 价格 为 
F(1,S,) 二 Si, 恰 好 就 是 标的 风险 证 券 的 市 价 . 

推论 9.4 对 于 欧式 看 涨 期 权 (对 应 于 f(x) 二 (x 一 K)*), 它 在 时 刻 t(1 二 T) 的 价格 
F(t,S,) 的 公式 可 以 简化 为 以 下 的 Black-Scholes-Merton 公式 : 

F(t1.7) = zB (di(7)) — Ke™T™? @B(d,(z)), 
其 中 
log (着 ]+ (r+F)T- En log( 冲 上 + (r=$}r-0 


di(z) ,» 
Ty He Ef 


oz) = | ce 生 du( 在 通常 的 金融 文献 中 记 为 NCz)) 是 为 标准 正 态 分 布 的 分 布 函 
VY 于 | 一 


数 . 此 时 应 该 套 期 的 风险 证 券 的 数量 为 


aF 1 CD2 (CD2 
oe = [Bdi(x))+ze 7 di(x)— Ke ?e 7 d(x)]s, = Bld(S)). 


A 


= 
推论 9.5 由 平权 关系 便 得 到 欧式 看 跌 期 权 ( 对 应 于 f(x) 三 (K 一 +)* ) 在 时 刻 t(1<7T) 
的 价格 


F(t,7) = Ke”™? BD d(x)) — 2B(— di(r)). 
此 时 应 该 套 期 的 风险 证 券 的 数量 为 


让 md 


9r -=S 
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注 ”如 果 不 用 风险 中 性 的 Black-Scholes 模型 ,而 是 用 带 收 益 率 x 的 Black-Scholes 模 

型 ,那么 类 似 地 用 Ito 公式 ,可 得 证 券 的 折 现 价格 S, 满足 的 方程 为 
dS, = Sw (dB, He) 
作 Girsanov 变换 B* 一 及 十 所 , 则 对 于 下 的 任意 事件 A, 只 要 它 的 信息 完全 可 由 (B,: s<?) 
确定 ,就 定义 它 的 一 个 新 概率 已 "为 
Pp"(A) 三 E(he Sa 二 ( 宁 ) 

于 是 由 Girsanov 定理 (定理 7. 16) ,概率 P* 下 ,B* 是 一 个 Brown 运动 . 从 而 重新 得 到 d S, 一 
SicdB; .这 正好 是 风险 中 性 的 Black-Scholes 模型. 而 且 概率 已" 就 是 风险 中 性 概率 . 这 样 用 
另 一 个 方法 得 到 同样 的 结果 . 


“9.2.4 币值 单位 与 随机 折 现 因子 方法 
定义 9.6 设 某 个 风险 证 券 在 时 刻 + 的 价格 为 5,. 如 果 存 在 另 一 个 正 值 随机 过 程 M， 
使 得 S, 这 六 是 一 个 鞭 , 则 称 M 为 证 券 S, 的 币值 单位 (更 一 般 地 ,在 理论 上 只 要 S, 是 一 


个 局 部 款 , 也 就 是 存在 一 个 (S,) 停 时 序列 人 十 吕 , 使 对 于 固定 的 n, {Sn。 : :过 0) 是 款 . 
这 里 ,和 蒜 和 局 部 鞭 都 代表 在 统计 平均 意义 下 不 随时 间 增 值 的 资金 流 ). 

从 直观 看 ,资本 的 价值 是 随 着 时 间 增 值 的 ,币值 单位 M, 就 体现 了 该 证 券 的 价格 的 时 
间 增 值 , 即 在 :=0 时 的 1 元 钱 ,经 过 单个 证 券 S, 的 市 场 因素 的 作用 ,在 时 刻 :的 实际 价值 
相当 于 M, 元 . 又 因为 市 场 是 随机 的 ,所 以 币值 单位 也 是 随机 的 量 ( 随 机 过 程 ), 这 就 体现 
了 一 元 钱 的 时 间 价值 

定义 9.7 币值 单位 M, 的 倒数 


df 1 


M, 
称 为 随机 折 现 因子 ,因为 N, 是 1 除 以 币值 单位 ,所 以 它 就 相当 于 把 随机 因素 考虑 进去 以 
后 的 “随机 折 现 因子 ” 
Black-Scholes 模型 的 币值 单位 是 什么 呢 ? 对 此 我 们 有 下 面 的 命题 . 
命题 9.6 假定 证 券 在 时 刻 t 的 价格 S, 满足 Black-Scholes 模型 
dS, = S, (pdt + odB,). (9. 24) 


(9.23) 


N, 


那么 
M, = e"L,, (9.25) 
就 是 S, 的 币值 单位 ,其 中 x 是 银行 利率 ,其 中 


2 
a rp di, a ,B 
二 er (9. 26) 


L, 
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证 明 对 于 二, 用 Ito 公式 得 到 


dL,= eo dG(1,B,) + 去 cB (dG(1,B,))? 


cea [ = rqB, + G s "jd 


于 是 M 及 N, 一 让 满足 的 随机 微分 分 别 为 


ee 2 
dM,= re dtL,+e"dL, = Mdt+M™M, [ 气 -4B， 十 GC q] 
二 2 E 
=Mm([r+( 握 5 ]a+ 扰 "aa 
0o 


1 
M? 


十 ([+( 导 5] ]e+ 生 5a, 上 + 
——N (r+ dB, |. 
即 N, 所 满足 的 随机 微分 方程 为 
dN, = N.(- rdt -748,]. 《9.277 


= 了 2 
dN,= dM, 十 Mi Me) 


| 2 
志 (与 中 dt 


再 用 Ito 公式 得 到 
d(SN,)= SidN, 十 NidS, + dS,dN, 


_ SN 人 (- rd — EdB, }+ NS soN,( < 
莉 SNi[c 一 “jaB. 
o 
由 此 可 知 ,这 - 一 SN, 是 一 个 指数 煌 (严格 地 ,是 局 部 鞭 ). 命题 得 证 . 


既然 5, 将 诸 随 时 间 的 发 展 体现 了 一 个 “公平 博弈", 由 此 可 得 到 ,一 般 的 欧式 未 定 


权益 Xy 与 它们 在 (二) 的 定价 V, 在 时 刻 1 一 0 的 折 现 V, 党 这 ,Xr 尝 兴 -之 间 应 该 有 
V = ECXr | B,: s<). 
从 而 得 到 更 为 一 般 的 定价 公式 


Xr 
V.= ME (站 


B.'s<1)- LE (Xre" EE|B.s < i) (9.28) 
家 
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9.2.5 时 变 的 Black-Scholes 模型 


设 风险 证 券 在 上 时 刻 的 价格 S, 满足 
dS, = S,(py(D dit+o(t)dB,)., (9. 29) 
其 中 pt) ,olW) (二 0) 是 决定 性 的 函数 ,分 别 代 表 证 券 的 时 变 收益 率 与 波动 率 . 基于 这 种 模 
型 的 证 券 衍 生 的 欧式 未 定 权益 的 定价 ,用 上 述 三 种 方法 中 的 任意 一 种 都 可 以 最 后 得 到 


Vx) = er 二 rew [2 ) eral ) oF qz. (9. 30) 
V2 


从 而 , 贴 水 为 


a 


1 i ed Yat [rs .ee 
V(0;50) = eT |fcs,eli( 2 ) te) dz. 
V2r 


9.3 二 又 模型 与 Black-Scholes 模型 的 二 叉 近似 


9.3.1 二 叉 模 型 (中 性 概率 存在 的 条 件 ,欧式 权益 的 定价 ) 


(1) 二 叉 模 型 与 中 性 概率 存在 的 条 件 
二 叉 模型 又 称 Cox-Ross-Rubinstein 模型 , 它 考虑 时 间 离 散 情 形 . 即 假定 风险 证 券 价 
格 的 增长 为 
Sin = (1 十 了 3)S。， (9.31) 
其 中 { 思 } 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 列 , 且 


6 
itn~[(, ) (0<a<b,0<p<), 
p 1—p 


即 


Sn ~( ] (9. 31)" 
S, p 1—p) a 


假设 银行 利率 为 常数 R( 注 意 离散 时 间 的 利率 与 连续 实际 的 利率 之 间 有 一 个 折合 关 
系 ), 即 存 入 银行 的 资金 的 增长 为 


Sn = (1+R)S. (9. 32) 
于 是 ,用 二 又 模型 建 模 的 证 券 在 时 刻 :一 0 的 折 现 价格 为 

a 

ST RS (9. 33) 


二 又 模 型 对 应 于 离散 的 Black-Scholes 模型 . 但 是 它 比 Black-Scholes 模型 更 适合 于 实际 
拟 合 或 模拟 计算 . 
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受到 Black-Scholes 模型 的 启示 ,无 套利 相当 于 对 于 + 存在 一 个 如 下 的 概率 分 布 


a b 
( .) (9.34) 
力 ” 1-—p 


( 称 为 风险 中 性 的 概率 分 布 ) 使 风险 证 券 的 折 现 价格 S。 关 于 这 个 分 布 是 蒜 列 , 即 满足 
下 " (Sn | SS0) = S,， 
其 中 P* 表示 下 的 分 布 是 (9. 34) 对 应 于 事件 类 FF 定义 的 风险 中 性 概率 P"(，。) ,而 概 


率 p" 则 称 为 公平 概率 . 
定理 9.7 当 且 仅 当 4 二 1 十 R=<b 时 ,公平 概率 户 存在 唯一 ,在 条 件 成 立时 有 


WW -者 一 《下 志 天 ) 
帮 (9. 35) 
证 明 “由 于 1 Sa | 的 独立 同 分 布 性 推出 Sei 1 Ss 二 与 (8,,…,5,) 是 相 孔 独立 
人 全] Re LR We 
的 . 因此 
_ a Sue i RY 
S, = E’* (Sn | S,.s%,S0) = | 2 9, | 5 5 | -| 
5, 5, 
从 而 有 
- Sn _ a b 
1=E GG )-ifi +iPRI -PY. 


可 以 解 出 p* 一 所 人 和民, 所 以 ,为 了 使 0 二 p" 二 1, 还 必须 满足 4 二 1 十 Rb. 


(2) 二 叉 模型 下 的 欧式 未 定 权益 的 定价 
处 理 Black-Scholes 模型 的 经 验 告 诉 我 们 ,可 以 假定 未 定 权益 FCSx ) 在 时 刻 n( 二 N) 


的 价格 为 V, 竺 VCn,S,). 我 们 沿用 套 期 的 方法 计算 它 . 设 在 时 刻 n 卖 空 此 未 定 权 益 , 并 待 
定 买 进 A, 份 标的 证 券 ,并 将 此 投资 组 合 的 价值 记 为 X, , 则 

RK = A = 
在 S, 已 知 的 条 件 下 ,要 用 这 个 投资 组 合 来 抵消 在 时 刻 nn 十 1 由 号: 带 来 的 随机 性 由 自 融 
资 假定 , 这 个 投资 组 合 在 时 刻 n 十 1 的 价格 应 为 
尘 - v(tl,s, | (9. 36) 
为 了 使 X,+i1 不 再 存在 随机 性 ,就 是 要 使 它 的 取 值 不 再 依赖 于 a,5, 也 就 是 


Kann 一 ArSrn — Von 一 AnS, 
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4 人 Sa 一 Ye 二 13) = ASD— VGt+ 108,). 
为 了 保证 这 个 等 式 成 立 ,我 们 只 需 把 待定 的 A, 取 为 
VL) — Vi lad. 


A, a (9. 37) 
利用 无 套利 假定 ,这 个 消失 了 随机 性 的 投资 组 合 的 时 间 发 展 应 该 按 银行 利率 进行 , 即 
Xun = (+R)X, (9. 38) 
(如 果 取 不 等 号 就 会 出 现 如 Black-Scholes 模型 的 推导 中 那样 的 套利 ). 于 是 有 
X= TERX" — THR[A.Sw —VCn + 1,a8,)] 
= i < Yo+1as 加 一 Yo 二 TS) 
= TR taV nt1,05,) —6V Cnt 1,4S,)]. 


利用 (9. 37) 式 和 (9. 38) 式 得 到 
Vln,S,)= A,S, — X. 
_ Vln+1,6S,)—Vnt1,aS,) 1 1 


zaV on + 1,2S,) 一 BV(n 十 1,aS,)] 


p= 1+R5— 
= R= 
l+R6bo—a 
1 =p 
即 函数 V(n,z) 满 足 后 向 差分 方程 
Vln,z) TRL pVO+1,br) + pp" Vt1,ar)]. (9.39) 
并 且 由 VCN,Sw)=FCSv) 得 到 终端 条 件 
WON 2 = (9. 40) 


用 数学 归纳 法 便 可 得 到 方程 (9. 39) 满 足 条 件 (9. 40) 的 解 为 


Vn,z) = qr “=p Ma ts) (< N)s 


(9.41) 


于 是 未 定 权 益 的 贴 水 为 
N 
= 1 3 和 * )N—k RE N=—k 
这 的 有) FR (1— pMtf (atbNtS,). 


在 实际 计算 中 ,可 以 用 二 叉 树 的 后 向 递 推 法 使 用 上 述 公 式 , 通 过 树 上 操作 反 向 地 逐步 
求 出 欧式 未 定 权 益 在 各 个 时 刻 的 价格 . 


182 第 9 章 随机 微分 方程 在 金融 模型 中 的 应 用 


9.3.2 Black-Scholes 模型 的 二 叉 模 型 近似 
假设 风险 证 券 的 价格 S,(z 三 T) 由 Black-Scholes 模型 描述 . 将 [0,T]J 作 m 等 分 . 令 


Sm 坚 def Sz， So 和 村 pS”. (9.42) 
文 四 CS Cm 虑 -rT 
这 时 要 求 Sr 王 So , 即 要 求 e "Sr 二 S57 从 而 要 求 -7 -Ry ,由 此 可 由 了， 
mn 求 出 对 应 的 R. 记 
一 Cm (Cm) 
人 = TR (9. 43) 


Se 
Cm) pb ~ 
再 候 定 服从 风险 中 性 的 概率 分 布 [ 后 .je "一 人 人民] 于 是 (log 工 ,) 
ed p 1—p b—a 


独立 同 分 布 ,而 且 


lo 和 lo! 6 
logT, ~ | "SI1+R "SI1+R|. 


p” 1—p" 
我 们 取 
a 了 苞 、，- 于 
log 3+ o | log 3 +R “上 /元 (9. 44) 
当 m 很 大 时 有 
b 
p* = 6— +R) IT+R ! el 
b—a b a eV EV 
1 十 及 开 十 民 
工 了 了 
oN 证 全 
上 (9. 45) 
a 2 4 m 
2 全 
m 
于 是 
不 s a . b 
E(log T,)= p logi+4+R+t! p )log 1 十 丽 
-EE ID 
2 4 m m 2 4 m m 


i Ca (za 一 十 co). 
2m 


从 而 
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2 2 
i 个 yz * a 年 b 
var(log TJas E(log T,): = (os 让 三 三 密 ) (log EF) 


s[ T+ (3 Lo TI 2 


2 4 m m m m m 


[ 记 ] 


进而 ,对 于 1 过 由 中 心 极限 定理 , 当 m 大 时 ,log ST ] = 之 log T, 的 分 布 应 与 正 


[次 
分 布 XN| 到 工 [区 ] 二 [二 扬 ] ]j 近 似 ， Re 多 494) 近 于 似 . 


用 更 精细 的 讨论 (用 多 维 的 中 心 极限 定理 ) 可 以 得 到 : 随机 过 程 log ST ] ( 生 TD 的 
有 限 维 分 布 与 漂移 Brown 运动 oB, 一 写 人 + 有 相同 的 有 限 维 分 布 .也 就 是 说 ,在 p* 所 对 应 的 


概率 P"(。) 下 ， 证 券 的 折 现 价格 SP (1 了 T) 作 为 随机 过 程 的 有 限 维 分 布 与 几何 Brown 


运动 cm- 的 有 限 维 分 布 相同 . 而 后 者 正 是 风险 中 性 的 Black-Scholes 模型 . 这 说 明了 离 
散 二 又 模型 正 是 Black-Scholes 模型 的 近似 . 
总 之 ,对 于 给 定 的 波动 率 c 和 利率 ”~ 及 充分 大 的 ,可 以 求 出 对 应 的 离散 利率 R, 二 


叉 模型 的 参数 a,b 和 公平 概率 p* ,就 可 以 用 二 叉 模型 SP，] 来 近似 Black-Scholes 模型 . 
而 前 者 的 计算 是 很 简单 的 ,可 以 用 二 又 树 的 后 向 传递 法 ,通过 树 上 操作 求 出 未 定 权 益 在 各 
个 时 刻 的 近似 价格 . 


9.3.3 二 叉 模 型 的 美式 未 定 权益 概要 (美式 权益 {J/(s,): n 壹 N}) 的 定价 , 套 期 
与 消费 过 程 ) 


(1) 离散 模型 的 美式 未 定 权益 

我 们 不 妨 假定 标的 证 券 在 开始 时 刻 的 价格 Se 是 常数 . 

定义 9.8 如果 容 许 证 券 的 未 定 权 益 的 持 有 人 在 [1, NJ 中 的 任意 时 刻 n 都 可 以 执行 
(但 不 在 时 刻 0 执行 ) ,将 持 有 人 在 时 刻 n 执行 此 权益 的 所 得 记 为 X,, 它 是 一 个 随机 变量 ， 
一 般 是 S,,… ,Si 的 一 个 函数 ( 故 X, 是 (S,) 可 知 的 ). 与 这 种 金融 证 券 相 系 的 未 定 权 益 序 
列 {X,: "入 N) 称 为 美式 未 定 权益 . 

注意 欧式 未 定 权 益 就 是 Xx ,只 是 一 个 随机 变量 ,而 美式 未 定 权 益 是 一 个 随机 变量 序 
列 . 又 因为 美式 未 定 权益 可 以 在 [1,N] 中 的 任意 时 刻 执 行 ,所 以 它 的 定价 显然 应 该 比 欧式 
未 定 权益 Xx 的 定价 要 高 . 在 本 节 中 ,我们 将 对 二 又 模型 ,给 出 美式 未 定 权益 的 定价 . 而 对 
于 Black-Scholes 模型 , 则 可 以 与 欧式 未 定 权 益 一 样 , 用 二 又 模型 得 到 近似 . 

如 果 X,=(S, 一 氏 )” , 则 此 未 定 权 益 称 为 美式 看 涨 期 权 , 同 样 地 ,如 果 X, 一 (K 一 S,)*， 
则 此 未 定 权益 称 为 美式 看 跌 期 权 . 
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对 二 又 模型 , 屋 汪 在 风险 中 性 的 概率 已" 下 的 分 布 为 


b 
入 »” 6 dQ+R), yg" = ~—p": (9.46) 
p 了 b= 
记 5, 的 折 现 为 
一 和 
S$ = (FR 


其 中 尺 为 单位 时 间 的 银行 利率 . 我 们 将 美式 未 定 权 益 {X,,n 二 NN} 在 时 刻 的 定价 记 为 U， 
( 它 也 是 随机 变量 ). 显 见 ,在 时 刻 N 应 有 

Un = Xn. (9.47) 
而 {X,,n 夸 NN} 在 时 刻 N 一 1 的 定价 Uw- , 则 决定 于 当时 执行 的 收益 与 在 下 一 个 时 刻 执行 
的 预期 收益 中 的 较 大 者 . 由 于 它 在 下 一 时 刻 执 行 的 预期 收益 应 该 是 在 时 刻 N 到 期 的 欧式 


未 定 权益 在 时 刻 N 一 1 的 定价 的 折 现 ,为 E* (ys Sui |. 于 是 
0 max {Xu I + RYE (a ss (9.48) 


又 因为 Un 一 Xw, 上 式 就 是 


Un = max| Xu GL 二 RE (qs ss (9.48) 
它 可 以 改写 为 
Uw = (1 +R) maxE" (a S。 5 中 (9.48) 


一 般 地 ,美式 未 定 权 益 在 时 刻 n 的 定价 ,应 该 决定 于 当时 执行 的 收益 与 把 下 一 个 时 刻 
定价 U,+1 作 为 时 刻 n 十 1 到 期 的 欧式 未 定 权 益 的 定价 中 的 较 大 者 . 由 于 在 下 一 时 刻 到 期 


的 欧式 未 定 权 益 U4 的 定价 的 折 现 应 为 E i Se 于 是 有 
,= max| Xl +R)"E* 人 ss (9. 49) 
由 于 U, 宇 X,, 用 条 件 期 望 的 性 质 及 归纳 法 不 难 证 明 
U, = (1 二 + R)” max(E" (如 ss 中 (9. 50) 
Uni 一 max (as) (9.51) 
于 是 我 们 得 到 下 面 的 结论 . 
命题 9.8 美式 未 定 权益 的 折 现 定价 .|[ 亲 .一 SSN 是 (S,) 上 钠 列 ,而 且 
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它 是 满足 U, 宇 X, 条 件 的 上 拷 列 中 的 最 小 的 一 个 ,所 以 U, 称 为 控制 X, 的 最 小 上 蒜 列 ,也 


地 Ne 
称 为 X, 的 Snell 包 络 , 其 中 X, 一 上 十 Rj 为 未 定 权益 的 折 现 . 


证 明 ”前 一 个 结论 直接 得 自 (9. 49) 式 . 又 若 Y, 是 另 一 个 控制 X。 的 上 团 列 ,我 们 用 后 
向 归纳 法 来 证 明 Y, 宇 U,. 对 于 n= N, 我 人 有 Yw 宇 Xn 一 Uw. 假定 n=m 时 有 Y, 宇 U,， 
那么 
A © A ET 9 (EM 
再 利用 (9. 49) 式 便 得 Y。 三 U。,. 由 归纳 法 推出 结论 成 立 . 
更 一 般 地 ,对 于 任意 一 个 取 值 于 [zx,N] 的 (S*) 停 时 r, 对 它 的 不 同 可 能 取 值 用 全 期 望 
公式 还 可 以 得 到 
5 
UR wg aE [a 二 +R)" 
所 以 ,美式 未 定 权 益 在 初始 时 刻 的 贴 水 又 可 以 表示 为 
Un 一 


S，……'S]. (9.50)/ 


四 [of] (9.51)" 

显然 ,(9.50)' 式 与 (9. 51)' 式 并 不 能 用 于 实 算 .但 是 ,我 们 可 以 用 它 来 讨论 未 定 权益 
的 持 有 人 在 理论 上 于 什么 时 刻 执行 最 有 利 , 这 种 有 利 时 刻 就 是 最 佳 执行 时 刻 , 它 是 一 种 最 
佳 停 时 . 

定义 9.9( 未 定 权益 的 最 佳 执行 时 刻 ) 任意 一 个 (Si) 停 时 ,只 要 满足 

Xr 其。 
Ur a 十 R)r | ear ra) 

就 称 z* 为 美式 未 定 权益 的 一 个 最 佳 执行 时 刻 , 其 中 最 后 一 个 等 号 正 说 明了 它 的 最 佳 性 
质 . 由 这 个 定义 可 以 看 到 ,最 佳 执行 时 刻 并 不 一 定 唯 一 . 

在 一 般 时 刻 n,(9. 50) 式 指出 了 定价 岂 三 X,( 该 时 刻 执行 的 所 得 权益 ). 所 以 在 直观 
上 对 未 定 权益 的 持 有 人 不 论 在 什么 有 利 的 时 刻 执行 .所 得 的 收益 也 不 会 超过 定价 . 但 是 在 
定价 随机 变量 与 执行 所 得 的 权益 随机 变量 相等 的 那些 时 刻 ( 一 般 都 是 随机 时 刻 ) 执 行 ,所 
得 的 收益 就 达到 了 它 的 上 界 . 因此 ,这 些 随 机 时 刻 就 应 是 最 佳 执行 时 刻 . 于 是 我 们 有 下 面 
的 定理 . 

定理 9.9 将 定价 与 未 定 权益 首 次 相等 的 时 刻 (是 一 个 停 时 ) 记 为 rm , 即 

to 一 min{n > 0: U, = X,}. 

那么 , 它 也 是 美式 未 定 权益 的 一 个 最 佳 执行 时 刻 . 

此 定理 在 直观 上 是 显然 的 ,但 是 其 证 明 则 需要 用 款 列 在 停 时 上 的 停止 定理 ,本 书 
从 略 . 
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注 定价 的 折 现 U, 是 (S,) 上 款 列 ,这 就 是 说 ,由 预期 美式 未 定 权益 的 收益 而 得 到 的 
定价 平均 地 是 下 降 的 . 它 的 直观 意义 很 清楚 ,时 间 越 早 对 持 有 人 有 更 大 的 选择 余地 ,定价 
当然 就 应 该 高 一 些 . 所 以 ,美式 未 定 权 益 的 定价 作为 随机 变量 ( 它 按 上 蒜 的 规律 发 展 ) ,其 
平均 值 是 时 间 的 下 降序 列 . 这 一 点 正体 现 了 定价 在 平均 的 意义 上 ,对 于 买方 与 卖方 的 公 
平 性 . 

另 一 方面 ,即使 持 有 人 在 最 佳 执行 时 刻 执行 ,所 得 到 收益 的 折 现 也 不 过 就 是 当时 的 定 
价 .那么 ,购买 这 种 未 定 权益 能 得 到 什么 好 处 呢 ? 事实 上 ,虽然 定价 在 平均 意义 上 不 过 是 
一 种 公平 的 博 采 , 但 是 正如 许多 公平 的 博 采 一 样 ,人 们 还 是 抱 着 试 试 运气 的 心理 参加 投 
资 , 希 望 在 个 别 的 情形 中 ,得 到 的 报酬 会 远 高 于 平均 所 得 . 显然 ,在 另外 的 一 些 情形 ,投资 
人 也 可 能 得 到 远 低 于 平均 的 报酬 .那么 ,为 什么 这 种 金融 工具 会 广泛 流行 呢 ? 事实 上 ,对 
于 全 社会 而 言 ,这 样 的 金融 工具 正 是 利用 人 们 普遍 的 趋 利 性 的 一 种 融资 的 手段 ,做 到 既 筹 
集 了 资金 ,又 分 散 了 社会 的 金融 风险 ,促进 资本 有 效 地 流动 . 当然 ,这 并 不 包括 黑 户 操纵 与 
违规 操作 . 对 于 投资 人 来 说 ,在 健全 的 金融 体制 下 ,虽然 有 人 会 得 利 ,也 有 人 会 受到 损失 ， 
只 要 局 限 在 经 济 力量 容许 的 范围 内 ,利用 闲散 资金 投资 ,也 是 对 金融 领域 的 某 种 参与 , 况 
且 在 正常 的 情形 ,标的 证 券 还 可 以 得 到 分 红 . 然而 ,任何 金融 创新 都 是 一 把 双 刃 剑 ,在 起 正 
面 作 用 的 时 候 ,又 常常 被 利用 作为 投机 手段 ,这 可 能 带 来 另 一 种 新 的 风险 . 这 是 人 类 社会 
的 普遍 的 客观 规律 . 

需要 特别 注意 的 是 ,实际 市 场 的 炒作 与 风险 , 远 比 数学 模型 复 杂 . 数学 模型 只 是 平均 
行为 的 一 个 非常 粗放 的 参考 , 哪 种 模型 近似 得 较为 合理 一 些 ,应 该 以 实证 数据 为 依据 . 

(2) 二 叉 模 型 美式 未 定 权 益 {J(s,) ,n 三 N) 的 定价 

本 段 我 们 讨论 二 又 模型 美式 未 定 权益 的 一 种 常见 的 特殊 情形 , 即 存在 f(z) 使 对 于 任 
意 n 三 N, 都 有 


X, = f(S,) 
的 情形 (典型 的 例子 是 美式 看 涨 期 权 和 美式 看 跌 期 权 , 它 们 分 别 对 应 于 f(z) 二 (x 一 K)? 
和 f(z) 二 (K 一 x)*), 此 时 ,由 (9.47) 式 一 (9.49) 式 可 以 直接 推出 
Un = f(Sw) 些 Uw(CSw) (其 中 Un(x) = f(x))， (9. 52) 


i 二 max| 7CSv-D TARE CFCSw) | SSD] 


二 max {fCSw-1) THR f(aSw-1) + a f(bSw.s EUs, 


Un (zx) = max{ 7Cz) 二 EL far) +9 fdr)])}. 
对 于 一 般 的 n 二 N ,用 后 向 归纳 法 可 得 
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U, = max{ /CS 二 [和 Un (4S) tar Un (bs)])E US,), 


其 中 
ety = max{ /07) ,TH RP" Uan (ar) 革 字 和 Gr)]). (9. 53) 


1 十 尺 

由 此 我 们 归纳 出 下 面 的 定理 . 

定理 9.10 只 要 后 向 地 逐个 从 以 下 的 终端 已 知 的 极 值 函数 方程 组 : 
Un(x) = f(z), 
1 (9. 54) 
1+R 
解 出 {U, (x) : nN}) , 便 得 到 美式 未 定 权益 的 定价 U, 二 =U, (S,). 

定义 9. 10( 美 式 未 定 权益 的 定价 函数 组 ) 由 定理 9. 10 所 确定 的 {U, (zx): nN)， 
称 为 美式 未 定 权益 { f(S,)} (ln 三 N) 的 定价 函数 组 . 
于 是 对 二 叉 模型 ,美式 未 定 权益 的 定价 可 以 由 极 值 函数 方程 组 的 数值 求解 得 到 ， 即 
为 了 达到 最 佳 执 行 ,只 须 用 下 述 算法 : 
@ 对 于 f(z), 计算 出 定价 函数 组 {U, (zx): nN}); 

@ 对 于 证 券 的 实时 市 场 价 5,,S;,…, 实 时 地 计算 f(S1),f(S,),… 与 Ui (Si)， 
Us(Ss),…, 并 实时 地 依次 比较 对 应 的 值 ; 

@ 在 计算 (2) 的 过 程 中 ,一 旦 发 现 它们 在 某 个 时 刻 相 等 , 则 此 时 刻 就 是 最 佳 执 行 时 
刻 . 即 : 车 样本 列 f(S1),f(S;),… 与 定价 列 U1(S1) ,Us(S;),… 第 一 次 相等 出 现 于 mm, 则 
未 定 权 益 的 持 有 人 就 在 此 时 刻 m 执行 . 

(3) 美式 未 定 权益 的 套 期 与 消费 过 程 


由 于 折 现 价格 序列 U, 是 上 款 列 ,于 是 
C, = U,—E’ (Un | S,,*…,S) > 0. (9. 55) 


即 随机 变量 列 C, 为 非 负 的 . 又 因为 美式 未 定 权 益 在 任意 时 刻 都 可 以 执行 ,我 们 只 能 仿照 
欧式 未 定 权 益 的 套 期 公式 来 套 期 . 也 就 是 说 ,在 时 刻 的 套 期 标的 证 券 的 数目 取 为 


Un(bS,) — UnlaS,) 
(6b—a)S, - 


但 是 与 欧式 未 定 权 益 的 情形 唯一 的 不 同 ,就 是 用 美式 未 定 权益 的 定价 {U,) 代 替 了 欧式 未 


定 权益 的 定价 {V,}. 令 C,= (1 十 R)"C,, 于 是 


C = 未 二 人 (9.57) 


U, (x) = max{ 7(z)， Lp’ Un Car) +a Un (be)]) (n= N) 


A, 


(9.56) 


ni 


由 于 


E* (Usn | S。,…,Si) = p* Un (aS,) + g* Usn (bsS,), 
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Un(aS,)= g” Uni(asDd =Un(5;N +p’ Un(aS,) tq Un (bS,) 
= 一 [(1 十 R) 一 ajA.S,. 十 E’ (Un | S,,…,S) 
= 下 RMS ta 一 类 十 且 JKC UN 
完全 类 似 地 还 可 以 证 明 
AS 一 二 RS 二 友人 KG 一 下 
将 S,+ 一 4S, 与 S,+1 二 6bS。 两 种 可 能 的 情形 合 起 来 ,就 得 到 
古人 十 有 CE 一作 一 上 5 
将 它 改写 为 如 下 等 式 
[一 二 Cs (9.58) 
这 公式 具有 比较 清楚 的 金融 含义 , 它 说 明 在 美式 未 定 权 益 情形 ,即使 用 合适 的 套 期 A, ,也 
不 能 使 余下 的 资产 U, 一 A,S, 为 无 风险 资产 .只 有 在 时 刻 n 的 套 期 余额 中 消耗 了 C, 以 后 
的 资产 ,到 下 一 个 时 刻 n 十 1 的 价值 才 是 时 刻 十 1 的 套 期 后 的 余额 . 这 个 随机 序列 {C, } 称 
为 美式 未 定 权益 的 消费 过 程 . 
一 般 地 ,不管 是 什么 模型 ,美式 未 定 权益 的 套 期 总 需要 有 一 个 消费 过 程 去 补充 . 在 理 
论 上 知道 美式 未 定 权 益 的 定价 需要 补充 一 个 消费 过 程 ,是 对 美式 未 定 权益 定价 模型 认识 
的 一 个 实质 性 的 进展 . 


9.4 随机 利率 与 债券 利率 的 期 限 结构 


9.4.1 s- 零 息 债券 


定义 9.11 不 付 红 利 ,而 且 在 时 刻 ; 到 期 的 债券 称 为 s- 零 息 债 券 (zero-coupon). 

s- 零 息 债券 ( 券 面 价值 是 指 到 期 时 的 价值 ) 进 入 市 场 后 ,在 市 场 操 作 下 , 按 某 个 随机 利 
率 增 值 . 记 时 刻 上 <s) 的 1 元 钱 按 市 场 发 展 在 债券 到 期 时 刻 ; 的 价值 “本 利和 ”) 为 R(t,s). 
将 时 刻 s 的 1 元 钱 在 时 刻 上 (<s) 的 定价 记 为 P(t.s). 显 见 


P(t,s) = P(s,s) = 1. (9.59) 


一 般 地 ,P(t,s) 是 随机 过 程 . 请 注意 ,由 于 > 零 息 债券 与 六 零 息 债券 在 市 场 的 表现 是 不 一 
样 的 ,所 以 即使 在 无 套利 的 假定 下 ,一 般 地 
P(0,s) AP(O,DP(t,s) (< 一 s). (9. 60) 
这 是 因为 (9. 60) 式 的 左边 是 由 初始 时 刻 的 市 场 信息 所 确定 ,而 右边 是 由 直至 时 刻 i 为止 
的 信息 所 确定 的 ,因此 一 般 不 会 相等 . 
但 是 如 果 定 价 {P(t,s) ,0<t<s) 不 是 随机 过 程 而 是 确定 性 函数 时 ,对 于 债券 而 言 , 在 
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时 刻 1 与 在 初始 时 刻 有 相同 的 信息 . 此 时 在 无 套利 假定 下 就 有 
P(0,s) = P(O,DP(i,s) (1 < 3s). 


9.4.2 零 息 债券 导出 的 各 种 随机 利率 概念 


定义 9. 12( 平 均 远 期 利率 (到 期 收益 率 )) 记 


_ logP(t,s) 
s—t 


f(t,5) = (ts)s (9.61) 


即 
Pt,s) = ef (< s). (9.61) 


f(t,s) 称 为 s- 零 息 债券 的 平均 远 期 利率 . 这 里 的 “ 远 "的 含义 是 指 参考 时 间 :二 0, 即 参考 
时 间 不 是 初始 时 刻 的 利率 , 它 是 在 将 来 的 时 刻 +( 二 s) 展 望 ;- 债 券 的 平均 利率 . 由 1 二 


Pt,s)erwac-9(t<s) ,说 明 平均 远 期 利率 就 是 : 在 时 刻 1 将 s- 债 券 换 为 比 它 早 到 期 的 
二 债券 所 需 付 的 利率 . 

在 时 刻 i( 二 s) 固 定时 ,平均 远 期 利率 作为 一: 的 函数 的 图 形变 化 , 称 为 利率 的 期 限 
结构 . 

更 一 般 地 有 下 面 的 定义 . 

定义 9.13 对 于 涉及 不 同 的 到 期 时 刻 的 两 种 零 息 债券 ,定义 
logP(t,s;) — logP(t,s1) 


$2 一 $1 


Ede (0<ti<h<s), (9.62) 
即 
P(t,51) = P(t,ss ) ef ars), 


这 说 明太 (zs ,ss) 就 是 在 时 刻 1 将 ss- 债 券 换 为 比 它 早 到 期 的 ;, -债券 所 需 付 的 利率 . 
按 定义 有 
(ts) = ft,t,s). (9. 63) 
定义 9.14( 平 均 即 期 利率 ,spot rate) (0,s) 称 为 平均 即 期 利率 . 


于 是 我 们 有 P(0,s) 二 PC(0,0)e-7%"? ,此 即 (9.61)' 式 的 特殊 情形 . 
定义 9.15( 远 期 利率 ,instantaneous forward rate) 车 P(t,s) 对 s 可 微分 , 则 


Jr EE— EPE) (lim fo,ss + As)) (9. 64) 
s As>0 
称 为 远 期 利率 . 于 是 有 

Pd,s) = eeow， (9. 65) 


f(s) = | fwau. (9. 66) 
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(9. 66) 式 也 可 由 全 [Gs Df (ts)]= 三 f(t,s) 证 得 . 由 (9. 65) 式 与 


(9.66) 式 可 以 看 出 ,给 出 价格 随机 过 程 {P(z,s),0 达 1 过 s) 与 给 出 远 期 利率 随机 过 程 
{f(z,s) ,0 二 t 才 s} 是 等 效 的 . 

定义 9. 16( 短 期 利率 ,short rate) r(D) 至 f(1.t) 称 为 短期 利率 . 

短期 利率 就 是 普通 习惯 上 所 称 的 利率 ,不 过 它 是 随机 的 . 我 们 有 


r(i) = Fit,i) = fi,2). (9.67) 


证 明 7 与 天 Ge 人 按 定义 都 是 im 一 age CG 一 虽 2 


例 9.1( 非 随机 情形 ) 这 时 {P(t,s),0 入 zs} 是 确定 性 函数 ,因而 所 涉及 的 各 种 利率 
也 都 是 确定 性 的 函数 . 在 不 十 分 剧烈 炒作 的 场合 下 ,可 以 用 此 看 法 对 实际 市 场 作 近 似 . 此 
时 各 种 利率 可 以 有 如 下 的 一 些 换算 公式 : 对 于 0 二;, 有 

(1) P(0,s) 王 P(0,t)P(G,s) (1<s). 

(2) FC0,s) 王 ts), 即 f(t,s) 不 依赖 tz. 从 而 f(t,5)==f(s,3)=r(s). 


[Gaus 从 而 有 Dd eo 


人 一 省 


dlogP (it,s) 
ds 


(3) f(t,5) = 


sf (0,5)—tf (0,1) 

=. “ 
一 般 从 交易 所 的 挂牌 数据 ,可 以 得 到 的 平均 即 期 利率 f(0,1),f(0,s) ,再 用 (9. 68) 式 算出 
平均 远 期 利率 4(1,s). 而 在 实际 交易 中 ,人 们 用 的 正 是 平均 远 期 利率 . 由 (9. 68) 式 还 可 以 
得 到 


(4) f (1,3)= (9. 68) 


f(0,s) 三 f(0,0)S fs) 2 fF60,3) 


(5) r(1)=f 600,0) +t EF C0,0). 


证 明 将 (4) 改 写 为 f(t,s) 二 (0,5) 十 (了 (0,s) 了 (0 令 s44 便 得 (5). 


9.4.3 资产 定价 基本 定理 与 利率 衍生 证 券 
假设 时 刻 t 的 短期 利率 +(z) 可 由 市 场 在 t 以 前 的 信息 (例如 某 个 Brown 运动 B* 在 t 


以 前 的 信息 CB; : wu 二)) 所 完全 确定 . 此 时 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 9.11( 资 产 定价 基本 定理 ) 市 场 无 套利 性 等 价 于 具有 风险 中 性 概率 P" ,在 此 


概率 下 的 折 现 值 P, 党 共 为 (B; ) 掀 , 其 中 PGi,s) 是 1 元 的 s- 零 息 债券 在 时 刻 1( 一 s) 


el 


的 价格 ,故而 
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Ps) = er Er* (P, | B ;ut). 
即 *- 零 息 债 券 的 无 套利 定价 为 

Pye) = E"(e le | Be se. (9. 69) 
另 一 方面 ,(9. 69) 式 也 保证 了 P, 至 号 2 是 (B; ) 扶 . 


| re) 


由 此 看 出 ,只 要 给 定 了 短期 利率 ~(z) 的 风险 中 性 模型 ,就 可 以 由 (9. 69) 式 得 到 *- 零 息 
债券 的 无 套利 定价 . 

定义 9.17 “一 个 金融 合约 的 未 定 权益 ,如果 依赖 于 未 来 的 利率 ,或 债券 的 价格 , 则 此 
合约 就 称 为 利率 未 定 权益 ,或 利率 衍生 证 券 . 

随机 利率 模型 的 研究 ,是 要 给 出 *- 债 券 的 定价 , 远 期 利率 及 利率 未 定 权益 的 定价 . 


9.4.4 利率 的 风险 中 性 模型 ( 远 期 利率 的 HJM 模型 ,短期 利率 模型 ) 
一 般 地 ,只 要 给 定 短期 利率 r(2), 由 (9. 69) 式 定义 的 Ps) 就 保证 了 疡 学 仆人 是 


(Br ) 蒜 ,从 而 P(t,s) 就 是 无 套利 定价 ,此 时 用 来 确定 ~(z) 的 随机 微分 方程 的 模型 ,就 是 风 
险 中 性 模型 . 所 以 短期 利率 的 风险 中 性 模型 可 以 任意 给 定 , 不 带 什 么 约束 条 件 (事实 上 ， 


从 (9. 69) 式 求 出 的 远 期 利率 为 /4,3) = EE* (reJ” | Bi :过 四 ,得 到 的 (4,t) 正 
好 等 于 x(1)). 另 一 方面 ,如 果 直 接 给 出 价格 P(t,s) 满 足 随机 微分 方程 ,或 者 等 价 地 ,直接 
给 出 远 期 利率 f(z,s) 满 足 的 随机 微分 方程 ,由 此 确定 的 (7) 就 未 必 满 足 (9. 69) 式 . 这 时 
(9.69) 式 就 成 为 约束 条 件 .只 有 满足 了 这 个 约束 条 件 的 P(t,s) 才 是 无 套利 定价 ,所 对 应 
的 PC,s) 或 f(t,s) 的 随机 微分 方程 模型 才 是 风险 中 性 模型 . 

(1) 远 期 利率 的 Heath-Jarrow-Morton 模型 及 其 风险 中 性 情形 


由 资产 定价 基本 定理 可 以 知道 ,为 了 使 模型 成 为 风险 中 性 ,充分 必要 条 件 是 B, 坚 
P(tss) 是 鞠 . 由 此 利用 (9. 65) 式 及 Girsanov 定理 ,就 能 得 到 以 下 的 定理 . 


r(wdu 


el 
定理 9.12(Heath-Jarrow-Morton 定理 ) 对 于 固定 的 ,如 果 远 期 利率 f(1,s) 是 以 下 
的 Ito 过 程 
df(t,s) = b(t,s)dtito(t,s)dB,., 《9. 70) 
其 中 bz,s) ,olz,s) 在 ;固定 下 是 (B,) 可 知 的 随机 过 程 . 那么 ,此 模型 是 无 套利 ( 即 风险 中 
性 的 ) 的 充 要 条 件 为 : 存在 一 个 恒 满足 条 件 
Ee loroaB.3 | 三 二 


的 (B,) 可 知 的 随机 过 程 0(7) ,使 
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b(t,s) 一 oe) [| odsddut 0c] 
在 条 件 成 立时 ,由 Girsanov 定理 可 知 , B;» 兰 B， +| 90(w) du 也 是 Brown 运动 , 且 
0 
dfGts) = oe) [eddu] de ted) dB . (9.71) 


再 对 Pt,s) 二 eveow 用 Ito 公式 可 得 
dPG = Pd: [rd — (facerwan) dB; | (9.72) 


可 见 在 此 情形 下 ,s- 零 息 债券 的 价格 P(z,s) 的 收益 率 为 >(z) ,波动 率 为 J ode du 而 


olt,5)/f(t,s) 为 远 期 利率 的 波动 率 ). 
(2) 短期 利率 风险 中 性 模型 
直接 给 出 短期 利率 风险 中 性 模型 的 有 以 下 几 种 . 
Q@ Vasicek 模型 
假定 短期 利率 xr(7) 满 足 如 下 的 Ornstein-Uhlenbeck 随机 微分 方程 : 


dr(1) = a(b—r(t))dt+odB.,. (9.73) 
这 个 随机 微分 方程 具有 显 式 解 : 
r(t) =r(0)e™ +6b(l—e™)+ oe | eaB;. (9.74) 


容易 证 明 它 是 Gauss 过 程 . 而 作为 Gauss 过 程 的 积分 reau 也 是 Gauss 过 程 . 于 是 可 


以 仿照 风险 中 性 概率 推导 Black-Scholes 公式 的 计算 过 程 算出 (9. 73) 式 中 的 条 件 期 望 . 经 
过 仔细 而 并 不 复杂 的 推导 计算 , 便 可 得 到 


P(t,s) 三 TAGS 一 Ca 人 上 (9. 75) 
其 中 
2 全 多 RE 
A = Es Co) (eb } OO Oe 
a 2 4a a 
于 是 远 期 利率 为 
二 CG(t's)r(t) 十 ACs) 
9) 一 Cr 人 十 Ac， 
它 是 短期 利率 的 线性 函数 . 


@ Hull-White 模型 
Hull-White 模型 是 Vasicek 模型 在 时 变 系数 情形 的 推广 , 即 模型 参数 a,5,o 分 别 被 
推广 为 确定 性 的 函数 a (Ci) ,5(7) ,az) , 即 
dr(t) 一 at)(COG) 一 rCt))dt 十 at)dB， (9.74) 
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与 常数 情形 完全 类 似 地 可 以 算出 定价 过 程 仍 是 ~(z) 的 如 下 函数 
Pt = C9:75)” 
只 需要 对 A(t,s),C(z,s) 作 一 些 相 应 的 变更 . 
(9.75)' 式 说 明 , 此 时 ;- 零 息 债 券 的 价格 P(t,s) (zt 过 s) 是 xr(7) 的 函数 .由 于 xr(z) 是 Ito 
过 程 . 用 Ito 公式 就 可 得 到 
dP(t,s) = P(t,s)[r(t) dt — ol(t)C(t,s) dB ]. (9.76) 
这 就 是 说 ,P(t,s) 的 收益 率 是 ~(z) ,波动 率 是 ao(1)C(z,s). (9.75)' 式 可 以 用 于 由 实证 数据 
校正 模型 的 参 变 函 数组 a (1) ,5b(1) ,ol7). 但 是 ,Hull-White 模型 存在 的 缺点 是 ,短期 利率 
服从 正 态 分 布 ,因而 可 以 取 负 值 ,这 是 不 合理 的 . 
Hull-White 模型 下 的 债券 看 涨 期 权 ”对 于 时 刻 (二 ;) 到 期 的 ,以 ;- 零 息 债券 为 标的 
证 券 的 , 且 执 行 价格 为 K 的 欧式 看 涨 期 权 , 其 未 定 权 益 为 CP(T,s) 一 KJ* .于 是 它 在 时 刻 
t 的 价格 应 该 为 
V, EE (el mu [p(T,) — KT| Be ;us), (9.77) 
利用 (ro rodar) 是 Gauss 过 程 , 就 可 以 计算 出 这 种 期 权 的 贴 水 Vo 的 明显 公式 . 


@ CIR(Cox-Ingersoll-Ross) 模 型 
Cox-Ingersoll-Ross 假定 短期 利率 r(1) 满 足 随机 微分 方程 
dr(t) = a(b—r()) dt+oe vr) dB . (9.78) 
如 果 有 d( 宇 2) 个 彼此 独立 的 Brown 运动 B2 ,…,B:o ,又 对 于 任意 id 有 


dX 一 一 号 X 由 十 cdB? 
那么 对 于 r(D) 苦 VCX)5 二 二 (CRX5)5 .可 以 证 明 存在 Brown 运动 B; 使 
dy ( 罕 一 oj]d +o VD dB ， 
称 为 Bessel 过 程 ,所 以 CIR 模型 是 Bessel 过 程 . 因为 r(7) 是 扩散 过 程 ,求解 不 变 密度 的 方程 


dd (or d 
生 ( 字 9] 中 Co 一 Do) = 0 
就 得 到 不 变 密度 
2 a 
p(r) = Cr 号 et (>0), (9.79) 
其 中 


2a\ 1 
-0 
Te) 
o 


CIR 模型 的 债券 的 定价 ”此 时 {Bi : ut) 与 {r(ww): ut} 具 有 相同 的 信息 ,所 以 


194 第 9 章 随机 微分 方程 在 金融 模型 中 的 应 用 


Ps) = E* (ero | Be ,ut) = EC | yD) ut. 
由 r(z) 的 Markov 性 可 知 上 式 右边 的 量 只 依赖 于 xr(7) , 即 存 在 一 个 数值 函数 F(t,r,s) 使 
POE3s) = F3033); (9. 80) 


假定 F(t,r,s) 对 +r 二 阶 连续 可 微 ,对 +t 连续 可 微 , 那么 elorvup ,rt) ,s) 是 一 个 Ito 过 
程 . 利用 推广 的 Ito 公式 可 算出 


EF.] 2 
dCelor wup C4,r(1) ,5)) Fer PF 


aF 
十 5 十 4 一 r(D) 3 "DF]at 


at 2 
ey ap . 


另 一 方面 ,由 定义 ereowF(tr(D,s) = E* (ejorow | B: ;wu 过 1) 是 一 个 (B; ) 蒜 . 两 者 
比较 可 知 下 必须 满足 偏 微分 方程 : 


亚 + 字 Eta 站 于 -==0. (9. 81) 
及 终端 条 件 
Fl(s,r,s) = 1. (9. 82) 
我 们 通过 待定 A(z,s) ,C(t,s) ,探求 方程 的 以 下 形式 的 解 的 可 能 性 
FCisrys) 一 eraeo-coor。 (9.83) 


将 (9.83) 式 代入 (9.81) 式 ,就 得 到 A(,s).C(Gts) 关 于 上 的 二 阶 常 微分 方程 .求解 得 到 
sinh(7Y(s—1)) 


C(t,s) = ， 
Yeosh(yGs—D)) + sinh(y(s —0)) 
(oD) 
Alt,s) 2ab log Ee ， 
芝 Ycosh(7y(s—1)) 十 号 sinh(yGs 一 D) 
其 中 
ie Va 二 20， 
而 coshCz) ,sinh(z) 分 别 是 双 曲 余弦 与 双 曲 正弦 : 
cosh(z) 一 -一 一 sinh(z) 一 生 二 e 


CIR 模型 的 债券 看 涨 期 权 的 定价 ”对 于 时 刻 T(<*) 到 期 的 ,以 * 零 息 债券 为 标的 证 
券 的 , 且 执 行 价格 为 K 的 欧式 看 涨 期 权 , 其 未 定 权 益 为 LP(T,s) 一 K]+. 于 是 它 在 时 刻 t 
的 价格 应 该 为 
VE" (fon[tp(r,) — KI| B: :ut) 


= ECej wetpCT,r(T),) 一 天 二 | B: ;ui). (9. 84) 
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与 债券 的 定价 类 似 地 ,可 假定 存在 数值 函数 G(t,r,T,s) 使 债券 看 涨 期 权 的 价格 V, 一 


Gesr() ,Ts) (ST<s). 再 利用 eeGG,r(2),T,s) 二 EE* (eeow[P(T，s) —K]| 
B; : u 达 7) 是 一 个 (B*) 蒜 , 就 得 到 G(z,r,T,s) 满 足 如 下 的 偏 微分 方程 


9G | or 9G aG i 
元 十 2 Dr 十 CC 一 7) 6G 一 0 (<T) (9.85) 
及 终端 条 件 
G(T,r,T,s) 一 (F(T,r's) — K)t+. (9. 86) 


9.5 基于 证 券 的 随机 利率 的 债券 为 币值 单位 折 现 的 证 券 的 未 定 权 
益 的 定价 


设 证 券 价 格 S, 与 债券 价格 六 分 别 满足 随机 微分 方程 
dS, = p(t,S,)dt+to(t,S,)dB,, 
db, = r(t,S,)bdt, 
其 中 B, 为 Brown 运动 ,而 债券 b, 的 市 价 是 以 依赖 于 证 券 值 S, 的 短期 的 连续 随机 利率 


L(tyS)—r(tyS) a rr 
olt,S,) 称 为 证 券 


S, 的 风险 的 市 场 价 格 . 与 Black-Scholes 模型 不 同 的 是 ,这 里 不 是 用 按 非 随机 的 利率 增值 
的 银行 存款 作为 证 券 币制 单位 ,而 是 按 用 与 证 券 密切 相关 的 随机 利率 增值 的 债券 b, 作为 
该 证 券 的 币值 单位 . 

于 是 ,与 Black-Scholes 模型 类 似 , 如 下 确定 的 新 的 概率 


< 


P*(A)= ECe lesoan ¥ens ry, ) 
称 为 风险 中 性 概率 . 在 此 概率 下 证 券 按 债券 的 折 现 价格 3, 将 富 是 (S,) 折 . 
对 此 模型 的 未 定 权 益 f(Sr) 在 时 刻 t 的 定价 为 


rr 三 r(t,S,) 而 增值 的 . 与 Black-Scholes 模型 类 似 , 将 v(t,S,)= 


F(,S) 一 下 [rs 在 |s si] 


同样 ,与 Black-Scholes 模型 类 似 , 价格 函数 F(Ct,z) 应 满足 如 下 的 带 终端 条 件 的 偏 微分 
方程 : 


多 
F, + oF, F(a =7 R= 0, 


F(T,z) = f(z). 
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习题 9 


1. 对 于 风险 中 性 随机 利率 按 方程 dr, 二 odB, 十 (a 一 br,)dt 发 展 的 金融 债券 ,在 时 刻 工 
的 单位 币值 在 时 刻 :( 壹 T) 的 折 现 为 VC,T) 至 EC | x; ;之 D. 证 明 V(,T) 蔚 
Vl,T)ejme 是 (x,) 拷 ,而 且 存 在 函数 Fd zi T) ,使 Vi,T 一 Fdsri T). 又 车 FF(1,zx,T) 
分 别 对 t,x 为 一 阶 与 二 阶 连续 可 微 , 证 明 它 满足 
已 十 纯 Fe ta a — ib = 0; 


FUT,zsT) = 1. 
再 令 
Flsz; T) = eaepraawm ， 
并 待定 地 确定 
BG,T) = 2 Ad,T) ( 到) 工 十 BCD) FB)]. 

2. 对 于 随机 利率 按 方程 dr, = 二 odB, 十 (a 一 br,) dt 发 展 的 金融 债券 ,在 时 刻 的 单位 
币值 在 时 刻 + (过 TT) 的 折 现 为 VQ,T) 至 Eee | s 之 D. 证 明 VG,T) 些 
Vdt,T)ejinu 是 (7,) 蒜 . 

3. 对 于 随机 微分 方程 ur, 一 VidB, 十 (4 一 br) dt. 令 Gltoz) 冯 ECe* 中 er) ,假定 
它 分 别 对 tx 为 一 阶 与 二 阶 连续 可 微 ,利用 M, 蔚 ECexrjsw | 7,: w 之 四 是 园 , 证 明 


2 
G, 全 xzC= 十 < z)G。 一 prG =0, G(0,7) = em . 
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10. 1 ”Poisson 过 程 , 非 时 齐 的 Poisson 过 程 与 复合 Poisson 过 程 的 复习 


本 节 内 容 可 以 参见 一 般 的 应 用 随机 过 程 教科 书 . 本 节 的 定理 略 去 其 证 明 . 
10.1.1 Poisson 过 程 


定义 10.1 非 负 整数 值 随机 过 程 称 为 计数 过 程 . 

定义 10.2 计数 过 程 {N,: t 宇 0} 称 为 强度 为 4 的 Poisson 过 程 , 如 果 {N,: t 宇 0} 是 时 
齐 的 独立 增 量 过 程 , 满 足 No 二 0, 在 有 限时 间 区 段 内 跳跃 的 次 数 是 有 限 的 , 而 且 在 小 的 时 
间 区 段 满足 

PCONAw —N,=1)= 人 +o(h), PCONa — N, > 2) = oh). 

命题 10.1 非 负 整数 值 随机 过 程 {N,: t 宇 0) 是 Poisson 过 程 等 价 于 下 述 论述 之 一 : 

(1) {NN,: t 宇 0) 是 独立 增 量 过 程 ,满足 Ne=0, 存 在 人 过 0, 使 对 于 任意 ; 宇 0 非 负 整数 
&. 有 
RE) 
k! :a 


(2) {NN,: t 宇 0} 是 时 齐 的 独立 增 量 过 程 ,满足 Neo=0, 且 有 和 矩 母 函数 
Ez™: = Dt 
(3) 令 mx 一 inf{t: N, 二 有 是 第 个 跳跃 时 刻 , 则 zt 是 个 参数 为 的 独立 指数 随机 
变量 的 和 . 
命题 10.2(Poisson 过 程 的 随机 选择 ) 设 N, 为 强度 为 * 的 Poisson 过 程 ,如 果 以 独 


立 的 概率 p; 将 每 个 跳跃 时 刻 归 入 第 i 类 ,i<m， ya 三 1, 记 NP 为 1 前 到 达 的 第 i 类 


跳跃 时 刻 的 个 数 .那么 {Ns? : t 三 0) 是 强度 为 pa 的 相互 独立 的 Poisson 过 程 . 

命题 10.3 若 N, 为 Poisson 过 程 , 则 在 N,= 的 条 件 下 ,各 个 跳跃 时 刻 (r ,Tt ,…， 
Tt, ) 的 联合 条 件 分 布 与 个 独立 的 [0, 相 均匀 随机 变量 的 次 序 统计 量 的 联合 分 布 相 同 . 特 
别 地 有 


(1) 在 N,=n 的 条 件 下 ,r 的 条 件 分 布 密度 为 g,(s) 党 


P(N 一 入 .一 A) 一 


1 


Troa(s)， 
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(2) P(r <s, N=n) = eT ls), 
nl [0 


1 
Bee el 
a<slN -4 (1 
命题 10.4 ”假设 {NM ,t 宇 0} 和 {N2 ,t 宇 0} 是 独立 的 强度 分 别 和 ,Xs 的 Poisson 过 
程 . 对 于 非 负 整数 和 m ,第 一 个 过 程 的 次 跳跃 在 第 一 个 过 程 的 m 次 跳跃 之 前 发 生 的 


mn— 


1 Te 
pe yl a k 
概率 是 和 Cos (5 丰 宙 」 大 二天 2 


10.1.2 非 时 齐 的 Poisson 过 程 
定义 10.3 独立 增 量 的 计数 过 程 N, ,如果 存在 可 积 正 函数 (Ci) 使 N, 一 N, 一 
exp |4G0du, 那 么 N 就 称 为 强度 函数 为 4(1) 的 非 时 齐 Poisson 过 程 . 而 A(1) 一 站 eu 


则 称 为 其 均值 函数 . 

命题 10.5( 时 齐 Poisson 过 程 的 非 时 齐 随 机 选择 ) 设 N, 为 强度 函数 为 * 的 Poisson 
过 程 ,如 果 在 任意 给 定 的 时 刻 * 以 独立 的 概率 p;(s) 将 每 个 跳跃 时 刻 归 入 第 i 类 ,i<<m， 
Dp) 三 1, 记 NP 为 t 前 到 达 的 第 i 类 跳跃 时 刻 的 个 数 . 那么 {NP : t 三 0) 是 强度 函数 


为 | pecs 的 相互 独立 的 非 时 齐 Poisson 过 程 . 


非 时 齐 Poisson 过 程 的 性 质 ” 非 时 齐 的 Poisson 过 程 N, 与 Poisson 过 程 的 不 同 之 处 
仅仅 在 于 其 强度 函数 不 是 常数 ,而 是 一 个 时 间 的 函数 4(7). 对 于 去 上 ,随机 增 量 N, 一 N， 
服从 参数 为 facwan 的 Poisson 分布 . 由 此 可 以 通过 Poisson 分 布 ,对 非 时 齐 的 Poisson 过 
程 作 随机 模拟 . 

设 N, 是 一 个 强度 为 4(t) 的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 , 它 是 一 种 记录 “事故 ”的 计数 过 
程 ,将 这 个 过 程 的 各 个 计数 (事故 ) 发 生 的 随机 时 刻 记 为 0==w 过 过 … 过 二 …. 它们 间 
仍 由 等 式 


(3) 在 NN, 二 nn 条件 下 ,NN, 的 条 件 分 布 与 二 项 分 布 中 六 二 ] 相 同 .而 zt 的 条 件 分 布 则 是 


{N, 宇 n} = {5, i) 
相 联系 . 与 时 齐 的 Poisson 过 程 相 比 ,这 里 的 {r,} 不 再 独立 同 分 布 . 仿照 Poisson 过 程 的 情 
形 可 以 证 明 如 下 的 结论 . 
(1) 前 ?个 发 生 时 刻 (m ,ts,…,) 的 联合 分 布 密度 go .s,s Css， ,$s) 的 表达 
式 为 


Ce 人 wo < 
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(2) 在 已 知 (mo ,mm) 一 (ss sn) 的 条 件 下 ,随机 变量 m+i 的 条 件 分 布 密度 为 
gla 二 | S19529°"° 935s) 一 人 (5e4Hi i ， 
所 以 ,发 生 时 刻 列 {5.} 是 状态 连续 的 非 时 齐 的 Markov 链 . 而 在 已 知 (m ,rm ,…,m) 一 
《51,32 s54) 的 条 件 下 ,第 十 1 个 随机 间隔 Ti 二 t+ 一 5 的 条 件 分 布 密度 为 
Brida Ct | sosaree ss) — ACss + el ou (2). 
(3) 时 刻 t 的 计数 N, 与 发 生 时 刻 的 联合 分 布 是 (注意 这 是 混合 型 的 随机 向 量 )P(N, 二 
和 5) 关于 (51 ,so，… ,sa) 的 密度 ( 称 为 非 时 齐 Poisson 过 程 的 样本 分 布 ) 为 


DN, ar (nys19529%% 5a) 一 [ACs ) eACs,) Tocs <<s, .n>0) 从 Ts=0) Jelou. 


(4) 在 N,==n 的 条 件 下 ,发 生 时 刻 (zi ,ts ,… ,zt ) 的 条 件 分 布 与 分 布 为 
A(z) 
| acan 
的 随机 变量 的 次 序 统计 量 同 分 布 (通过 它 可 以 对 给 定 强度 函数 的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 
作 计 算 机 模拟 ). 
(5) 设 N 是 以 4(1) 为 强度 函数 的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 ,那么 NN, 所 N, 一 | acods 


Tro,e) (t) 


是 蒜 . 因此 ,随机 过 程 A, 些 aC)ds 也 称 为 非 时 齐 的 Poisson 过 程 N, 的 补偿 函数 . 


在 一 些 参数 模型 的 建 模 问题 中 ,常常 用 带 有 未 知 参 数 的 强度 函数 4(1) 的 非 时 齐 的 
Poisson 过 程 建 模 . 这 时 需要 用 实测 数据 来 估计 这 些 未 知 参数 ,例如 用 最 大 似 然 估计 ,于 
是 需 将 观测 到 的 样本 置 入 分 布 中 去 ,为 此 ,我 们 需要 非 时 齐 的 Poisson 过 程 的 似 然 函数 . 

对 于 非 时 齐 的 Poisson 过 程 ,我 们 有 (由 过 程 的 一 个 样本 给 出 的 ) 似 然 函数 : 在 N,=0 时 

户 O(Nin rw ) = eloeou， 


而 在 N, 二 0 时 
Ne 村 四 
pl Nir … EN ) 一 Edt D nas) = [acoaet[ MedNe 。 


下 面 是 典型 的 建 模 的 例子 . 
例 10.1 (1) 放射 源 发 射 的 光子 数目 可 以 用 强度 为 
AltsasB) =ae® (a,B> 0) 
的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 来 建 模 . 它 模拟 了 放射 强度 的 衰变 情况 . 
(2) 在 核 医 疗 中 使 用 的 光 脉 冲 序列 通常 用 强度 为 


Al(t,Y sa sa an Bi BB,) 一 7 十 we (a 芭 :y7 二 0) 
的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 来 模拟 并 建 模 . 
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(3) 调幅 、 调 相 与 调频 为 户 的 脉冲 光源 则 可 以 分 别 用 强度 为 
MACGt,y,a,D) 一 7yY 十 cpB1SCG |, 
At,yyavp) 一 7 十 ac1SG 一 月 |: 


与 
ACt,y,a,8,72) 一 YY 十 a(1 十 macos [2x(f, 十 DB 可 ) (|m|=1) 
的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 模拟 . 
注 在 用 例 10. 1 模型 建 模 时 ,需要 用 过 程 的 一 段 观测 轨道 估计 未 知 参数 . 而 将 似 然 
函数 取得 最 大 值 的 待定 参数 的 值 作为 估计 ,就 是 最 大 似 然 估计 . 


10.1.3 复合 Poisson 过 程 与 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 


定义 10.4 设 {7,} 独 立 同 分 布 序列 ,而 N, 是 一 个 与 它 独立 的 强度 为 的 Poisson 过 
程 , 则 随机 过 程 & 二 才 十 及 十 … 十 hy, 称 为 强度 为 * 的 复合 Poisson 过 程 .如果 N, 是 一 个 
与 它 独立 的 强度 函数 为 44) 的 非 时 齐 Poisson 过 程 , 则 随机 过 程 8 三 坊 十 为 十 … 十 wy, 称 
为 强度 函数 为 4(1) 的 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 . 

复合 Poisson 过 程 & 的 特征 函数 为 


Ee®: = ex(Eem 一 D4 


10.2 对 非 时 齐 的 Poisson 过 程 的 随机 积分 与 对 Poisson 点 过 程 的 
随机 积分 


10.2.1 对 非 时 齐 的 Poisson 过 程 N, 的 随机 积分 


利用 非 时 齐 的 Poisson 过 程 在 长 度 为 h 的 区 间 上 的 增 量 大 于 1 的 概率 为 o(h), 如 下 
的 引 理 是 显然 的 . 

引 理 10.6 ”对 于 非 时 齐 的 Poisson 过 程 N, 及 (0 ,要 的 一 个 划分 : 

0= = max{tn 一 要) 一 0 一 十 co)， 


有 (由 于 非 时 齐 的 Poisson 过 程 或 者 不 跳跃 ,或 者 跳跃 为 1) 


lim 2) CN 一 Ni )? 一 Ni (10.1) 


nto fi 


即 
(dN,)? = dN, (只 取 0 或 1). CLO LY 
与 Brown 运动 相 比 ,这 里 是 (dN,)? 一 dN, ,而 在 Brown 运动 是 (dB,)? 一 dt. 
定义 10.5 假设 N, 是 一 个 强度 函数 为 1(z) 的 非 时 齐 Poisson 过 程 ,相继 的 事件 到 达 
的 时 间 为 {5). 对 于 (N,) 可 知 的 , 且 轨 道具 有 左 极限 的 随机 过 程 亚 ,, 对 于 固定 的 样本 w， 
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定义 对 非 时 齐 Poisson 过 程 的 按 样 本 的 随机 积分 为 
『 VdN, = lim > we (CN 一 Nm) 一 之 
0， N=0 
如 果 碳 方 的 量 概率 为 1 地 收敛 . 注意 这 里 被 积 函 数 用 的 是 左 极 限 ,原因 在 于 积分 和 中 被 积 
函数 取 的 是 区 间 左 端点 的 值 . 


这 时 不 定 限 积分 | 到 _dN, 也 是 CN,) 可 知 的 随机 过 程 . 


让 
(10. 2) 


另 一 方面 ,对 蒜 N, 的 随机 积分 是 to 积分 的 非 时 齐 的 Poisson 版 本 ,而且 有 
「 WdN, = | VY.d N, +| WACs) ds. 
关于 时 齐 的 Poisson 过 程 的 随机 积分 有 许多 与 Tto 积分 相仿 的 性 质 . 如 : 


(1) el ewan,] 一 | reoaa 
0 0 


(2) or 7eoaN] = | f CAC) ds. 
证 明 利用 非 时 齐 Poisson 过 程 的 结论 (4) 以 及 对 称 性 ,可 以 得 到 


YELLCm) | N, = nj= E(Bron )] 一 E(B) = Dp) 


k= k=1 
= | fo A du. 
7 A(s)ds 
于 是 
el| rowan,)= 了 SELfC) | N, = nJP(N, = 四 
生 EN,| Fw) MD ge i fA) du. 
" A(s)ds 
此 即 第 一 个 等 式 . 另 一 个 的 证 明 是 类 似 的 ,只 是 稍 复杂 一 些 . 
随机 函数 对 Poisson 过 程 的 积分 
例 10.2 


一 工 N 一 工 
[Nan, ZN = oN 


证 明 仿照 Brown 运动 情形 的 计算 ,可 由 (10. 2) 式 直接 算得 . 
关于 非 时 齐 Poisson 过 程 的 随机 积分 与 非 时 齐 Poisson 过 程 的 关系 ,类 似 于 Ito 积分 与 
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Brown 运动 的 关系 ,所 以 这 种 积分 除了 可 加 性 等 普 适 性 质 外 ,(1) 与 (2) 还 可 以 加 强 为 : 
(1) | WdN,— 「 WA(s)ds 是 蒜 ( 类 似 于 不 定 限 Ito 积分 是 蒜 ). 


人 2 和 
C2 (| wdN,] -| WX(s)ds 也 是 蒜 ( 类 似 于 Ito 积分 的 平方 可 积 蒜 ). 


10.2.2 与 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 相 系 的 Poisson 点 过 程 ( 用 时 间 .空间 积 
分 表示 ) 


(1) 将 非 时 齐 复合 Poisson 过 程 表 为 非 时 齐 Poisson 过 程 的 积分 (用 时 间 积 分 表示 ) 
利用 对 于 非 时 齐 的 Poisson 过 程 的 随机 积分 的 定义 可 得 下 述 结论 . 
设 N, 为 非 时 齐 的 Poisson 过程 ,{?, } 为 与 之 独立 的 独立 同 分 布 随机 变量 序列 . 而 $= 


N, 
六 办 是 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 , 则 它 有 以 下 的 积分 表示 式 
k=1 
和 = | jsdN,, (10. 3) 


其 中 加 1 一 rn， 
0 其他. 

(2) 将 非 时 齐 复合 Poisson 过 程 表 为 Poisson 点 过 程 的 积分 (用 空间 积分 表示 ) 

|. 非 时 到 的 复 全 Poisson 过 程 $ 一 


先 讨论 简单 的 情形 . 假定 的 本 


可- 将 过 程 在 时 刻 + 以 前 取 值 ”的 累计 次 数 记 为 


N({v}) = {对 s 达 1,y, 取 值 w 的 次 数 }. (10.4) 
对 于 固定 的 值 v,N,({v}) 可 以 看 成 对 于 非 时 齐 的 Poisson 过 程 N, 的 随机 选择 . 由 随机 选 
择 定 理 可 知 ,N,({w})) 是 强度 函数 为 p(t) 的 非 时 齐 Poisson 过 程 . 
由 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 的 定义 ,直观 地 看 ,对 于 v==vis vs, wy,… 
{N,({v}))) 是 一 系列 相互 独立 的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 . 而 且 有 
& = DvN({v)). 


因为 Poisson 过 程序 列 {NN,({v))) (v= 二 如 ,vo ,… ,vi，…) 与 空间 的 取 值 点 列 {v1 ,vs,，… 
ve，*……} 相 系 , 所 以 称 {N,({v))) 为 Poisson 点 过 程 . 

Poisson 点 过 程 的 概念 比 Poisson 过 程 复杂 , 它 包含 时 空 两 个 参数 (1,v) ,而 且 对 于 不 
同 的 v, 作 为 时 间 t 的 随机 过 程 是 相互 独立 的 Poisson 过 程 . 

表达 式 (10.4) 的 直观 含义 是 ,如 果 将 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 & 看 成 在 时 刻 t 的 
总 的 随机 积累 ,那么 它 是 时 刻 t 前 取 大 小 不 同 的 固定 值 的 随机 积累 的 总 和 . 
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这 个 思想 可 以 拓展 到 一 般 的 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 $, 即 随机 变量 办 不 必 局 限 
于 取 离 散 值 , 而 是 可 以 取 任 意 值 (甚至 可 取 负 值 ) 的 情形 . 这 时 & 也 可 以 取 任 意 的 值 . 它 在 
时 刻 t 前 取 值 于 区 间 (a,5] 的 次 数 ,是 一 个 随机 过 程 , 记 之 为 N,((a,5]). 因为 和 当 且 仅 当 
在 此 非 时 齐 的 Poisson 过 程 N, 的 事件 列 r, 上 跳跃 ,所 以 这 个 次 数 是 一 个 有 限 的 (但 是 是 
随机 的 数 ) ,它们 满足 

(P.1) 由 随机 选择 定理 ,N,((a,5]) 是 强度 为 P(E (a,5])4(z) 的 非 时 齐 的 Poisson 
过 程 . 

(P.2) 由 随机 选择 定理 ,车 区 间 (ai,bj] (i 二 1,2,…,m) 两 两 不 交 , 则 随机 过 程 
Ni((ais0bi]) (i 二 1,2,…,m) 是 相互 独立 的 . 

(P. 3) 对 于 ec<0<c 有 可 加 性 : N,((a,6]) 十 Ni((b,c])=N,((a,c]). 

再 记 


def 


Ni(v) 三 Ni(( 一 co 加). (10.5) 

我 们 将 它 氢 述 为 如 下 的 略 广 一 些 ( 不 仅仅 限于 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 ) 的 定义 . 

警示 这 里 的 记号 N,(v) 与 前 面 定 义 的 记号 N,({v)) 的 含义 是 不 同 的 . 

定义 10.6 依赖 于 实数 值 v 的 计数 随机 过 程 族 { N,(v) : 上 志 0, 一 cc 二 v 忆 十 co) , 称 为 
Poisson 点 过 程 ,如 果 对 于 N,((e, 妇 ) 至 N,(5) 一 N,(a) 满 足以 上 的 条 件 (P. 2),(P. 3), 以 
及 如 下 的 (P.1) : 

(P.1)“ 存在 单调 递增 函数 F(u) ,使 F( 一 ==)=0 而 且 N,((a,6b]) 是 强度 函数 为 [F(5) 
一 F(a)]A(z) 的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 . 

此 时 F(v)A(#) 称 为 Poisson 点 过 程 的 补偿 函数 . 

例 10.3 由 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 & 相 系 的 随机 过 程 族 {N,(u): 1 三 0, 一 二 
ua 二 十 co} 是 Poisson 点 过 程 , 其 中 N,(u) 表 示 此 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 在 时 刻 1 前 取 
值 于 区 间 ( 一 号 ,wj 的 次 数 . 易 见 此 Poisson 点 过 程 的 补偿 函数 是 F,(v)4(7) ,其 中 Pi 是 思 


的 分 布 函数 , 即 N,(u) = Ni(o) 一 Fi(ohA(D) 是 CN,) 鞭 . 
反之 , 若 Poisson 点 过 程 的 补偿 函数 F(u)A(Ci) 满 足 下 (十 ce) 一 FF( 一 c) 一 C 二 十 co， 
则 存在 以 CA(z) 为 强度 函数 的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 ,及 对 应 于 赋值 随机 变量 % 的 分 布 


函数 为 (vw) 党 二 FCw) 的 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 ,使 此 Poisson 点 过 程 由 此 非 时 齐 


的 复合 Poisson 过 程 生成 . 
特别 地 ,对 于 非 时 齐 的 Poisson 过 程 N 有 
NE) 一 Tagen Ni(o) 一 DN CRD Tac 


A>1 


直观 地 , 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 & 可 以 看 成 在 时 刻 t 的 大 小 (可 以 取 负 值 ) 不 同 
的 随机 积累 的 总 和 , 即 对 于 划分 
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nv = 

max{v® —v"?}—>0 (n By oj， vpn 过 ov 只 ， 
， 

外 s > vw Nv ,vm = Dv TN, Cv®) 一 No )]. 
当 n> 十 oo 时 ,可 以 证 明 上 式 右 方 依 概率 收 化 ,而 且 不 依赖 于 划分 及 wf?' 的 取 法 . 将 此 依 概 
率 收 全 的 极限 随机 变量 记 为 |aN,(dw). 于 是 就 可 以 用 Poisson 点 过 程 表达 非 时 齐 复合 
Poisson 过 程 $ 为 
总 三 [unicaw. C10%3Y 

(10.3)' 式 比 (10. 3) 式 更 直观 . 


10.2.3 将 非 时 齐 复合 Poisson 过 程 表 为 时 空 Poisson 点 过 程 的 积分 (用 时 间 、 


空间 积分 表示 ) 
还 可 以 从 另 一 种 角度 考虑 与 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 $ 相 系 的 Poisson 点 过 程 . 改 记 


A(t,v) = N,(v), (10.6) 
并 且 将 它 视 为 时 空 双 参 数 的 计数 随机 变量 族 ,简称 为 时 空 Poisson 点 过 程 . 对 于 0 近 * 志 :， 
a 二 5b, 定义 
(Csst] X (a6) 至 pt0) — pltsa) — ps,b) + pssa). (10.7) 
容易 验证 : 
(S.1) Poisson 性 : Lsst]X ab]) ~Poissonacw xy -ry (ao) ， 
其 中 F, 是 这 个 非 时 齐 复合 Poisson 过 程 相 系 的 赋值 随机 变量 % 们 的 公共 分 布 函 数 . 
(S.2) 独立 性 : 车 A; 二 (G5;,t;]X(aisb;](i= 二 1,2,…,m), 且 A; 们 两 两 不 相交 , 则 
pA) sp(As),…,p(A) 彼 此 独立 . 
(S. 3) 可 加 性 : 车 Ai=(5i,t]X(ai,6](i=1,2,3), 且 As 门 A;=0,A1=AsUA;, 则 
A(A1) = pAs) + pA;). 
我 们 给 出 一 个 一 般 的 (不 仅仅 限于 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 ) 定 义 . 
定义 10.7 计数 随机 过 程 族 {y(t,v): 上 伺 0, 一 co 一 ov 二 十 co) , 称 为 时 空 Poisson 点 过 
程 , 如 果 条 件 (S. 1) ,(S.2),(S. 3) 满 足 , 其 中 jy((s,t]X(a,5]) 由 (10.7) 式 定义 ,这 里 
(S.1)' 存 在 F 单调 递增 ,F( 一 cc) 一 0, 使 
LCs,t] X (a,b]) ~ Poissonado-xo)GF(O-FC) 。 
FF(v)A(t) 称 为 时 空 Poisson 点 过 程 的 补偿 函数 . 
注意 pw(dt,du) 是 计数 过 程 , 所 以 显然 有 (只 能 取 0 或 1) 
(pdt,dv))’ = pldt,dv). 
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注 1 这 里 只 要 求 下 递增 ,并 未 假定 F(co) 王 十 cc. 我 们 看 到 只 有 在 下 (十 cc) 一 十 co 
的 时 空 Poisson 点 过 程 才 不 是 由 非 时 齐 的 Poisson 过 程 所 生成 的 . 

注 2 一 般 地 ,空间 变量 v 可 以 是 多 维 的 . 只 需 对 定义 作 一 些 必要 的 修改 . 

例 10.4 由 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 所 定义 的 随机 过 程 族 

{y(t,v): zt 志 0, 一 co 二 vv 二 十 cc)} 

是 时 空 Poisson 点 过 程 , 其 中 pi,u)=Ni(u) 表 示 此 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 在 时 刻 t 
前 的 跳跃 值 在 区 间 ( 一 == ,要 中 的 次 数 . 

类 似 地 , 若 时 空 Poisson 点 过 程 的 补偿 函数 下 (wv)4(7) 满 足 F( 十 0) 一 F( 一 吕 ) 二 
C 达 十 吕 , 则 存在 以 CA(7) 为 强度 函数 的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 ,及 对 应 于 赋值 随机 变量 
力 的 分 布 函 数 为 Fi (w) 一 二 F(w) 的 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 ,使 这 个 时 空 Poisson 点 
过 程 是 由 此 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 所 生成 . 

对 于 非 时 齐 的 Poisson 过 程 N,, 有 

ps] X ab] 2) Toccain)s 


a<k<b 


N=p((— ,X60,+%) = Das = sup{h: tr Si. 
大 
对 于 划分 


< oR "=n Vw =n, 
0=s 人 之 下 < 训 之 唱 芝 <= 
max{v 各 一 vs 轩 一 s} 一 0 (nn 一 十 0)，v 之 v' 之 虽 . 
. 
外 Dv Lp wR) pt 0®)] = Dopp Cs ,sD]X Cv ,wR ]). 
当 六 > 十 < 时 ,可 以 证 明 上 式 右 方 依 概率 收 仇 . 将 此 依 概率 收敛 的 极限 随机 变量 记 为 
上 wkassde. 于 是 就 可 以 用 时 空 Poisson 点 过 程 表达 非 时 齐 复合 Poisson 过 程 


& 一 [| wearao (10. 3)” 
事实 上 ,(10. 3)' 式 是 (10. 3) 式 的 边际 积分 形式 . 
10.3 对 时 空 Poisson 点 过 程 y(t,v ) 的 随机 积分 


10.3.1 对 时 空 Poisson 点 过 程 y(t,v ) 的 随机 积分 的 必要 性 


如 果 用 对 Poisson 过 程 的 积分 代替 Ito 积分 ,那么 Ito 过 程 对 应 的 就 是 以 下 的 Ito- 
Skorohod 过 程 . 
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定义 10.8(Ito-Skorohod 过 程 ) 形 如 
&= [oast| 要， dN，( 简 记 为 d& = Bdi 十 于 _dN,) (10. 8) 
的 随机 过 程 &, 称 为 Ito-Skorohod 过 程 ,其 中 N, 是 非 时 齐 的 Poisson 过 程 . 
然而 ,Ito-Skorohod 过 程 的 连续 可 微 函 数 的 复合 , 远 比 Ito 过 程 的 复合 函数 的 Ito 公 
式 复杂 ,它们 将 不 再 是 Ito-Skorohod 过 程 . 我 们 直观 地 分 析 如 下 : 
如 果 F(x) 连续 可 微 ,& 是 Ito-Skorohod 过 程 d 色 二 ,dt 十 亚 ，dN,, 则 dF(&,) 只 在 1 是 
非 时 齐 的 Poisson 过 程 的 跳跃 时 刻 时 可 能 有 非 零 值 . 于 是 
dF(é, )= F(é_ 十 d6) 一 F(6_) = Fé 十 盏 由 十 更-_dN,) 一 FG6_) 
= {F(S_ +Bdt+W_dN)— Fé +wW_dN)}+ {Fé +w_dN,)— Fé )} 
FE Bdtt+ {FE + dN,) — Fé)} 
SFE Bdt DF + )— Fé) dN,, 
k 


其 中 Ja-=s 的 出 现 使 得 用 Ito-Skorohod 过 程 表达 dF(&) 不 够 清晰 (清晰 的 表达 应 该 只 出 
现 函 数 下 与 被 积 过 程 8, ,于 ,- 和 dN, ,不 应 该 出 现 了 ,=,),N, 是 一 个 强度 函数 为 (7) 的 非 
时 齐 Poisson 过 程 ,相继 的 事件 到 达 的 时 间 为 {5). 要 想 使 右边 的 和 有 清晰 的 解释 ,可 以 
借助 对 时 空 Poisson 点 过 程 的 积分 (凡是 涉及 mr 所 上 的 和 项 ,都 适 于 用 对 时 空 Poisson 点 
过 程 的 积分 ). 表达 为 


dF(€) = F’'(&,)@,dt + [rcs + 于-)— Fé )]u(dt, dv). 


于 是 我 们 看 到 为 了 得 到 Ito-Skorohod 过 程 的 对 光滑 的 函数 复合 的 良好 表达 ,应 该 使 
用 对 时 空 的 Poisson 点 过 程 的 随机 积分 . 


10.3.2 对 时 空 Poisson 点 过 程 (1,w ) 的 随机 积分 的 含义 
对 于 带 有 参数 vv 的 (y(t,v); Vv) 可 知 的 , 且 对 t+ 有 左 极限 的 随机 过 程 亚 ,6(v) 及 划分 : 


(nn (mn) nm) (mn) (nm 
< UR v=—n, Vv =n, 


0=sP < = 
max{v 哈 一 v2 由,s 罗 一 s 中 ) 一 0 (nn 一 十 0)，v 过 v9 过 旭 . 
定义 对 时 空 Poissbn 点 过 程 的 随机 积分 为 (在 概率 收敛 的 含义 下 ) 
| /wwucasay 三 Jim Cw" pl Cs? ss] X vn ,vn]). (10.9) 
对 时 空 Poisson 点 过 程 的 随机 积分 有 与 Ito 积分 类 似 的 许多 性 质 ,如 可 加 性 ,以 及 


(1) | 人 -cordsao| 一 | 到 coaCodsdFw) 是 识 . 
0 


中 2 和 
(2) | [eeoneenao| 一 | 本 coacpdsdFco 也 是 园 . 
4 
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设 对 应 于 N, 笃 |j(z,dv) 的 事件 发 生 时 刻 列 为 {zt,}. 在 下 是 分 布 函 数 时 ,这 个 时 空 
Poisson 点 过 程 由 某 个 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 各 生成. 设 这 个 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 
程 在 m 的 赋值 为 7, ,正好 有 


N, 
| reorcdrsdm 一 Tn,>1) D0). 
o n=1 


10.4 以 Poisson 过 程 或 时 空 Poisson 点 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 
与 Poisson 随机 微 积 分 的 复合 函数 的 Ito 公式 


10.4.1 以 时 空 Poisson 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 
时 空 Poisson 过 程 驱 动 的 随机 积分 方程 
所 一 名 十 | ose + [cs- te (10. 10) 
称 为 时 空 Poisson 过 程 驱 动 的 随机 微分 方程 ,其 中 4(1,z),g(t1,z,v) 都 是 (1,x) 的 连续 函 
数 . 简 记 为 如 下 的 微分 形式 


de = bes) det [gles sp dsdo). (10.10)" 
而 由 非 时 齐 的 Poisson 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 
号 一 名 二 | ecse)d+| se sdN, (10.11) 


是 方程 (10. 10) 的 特例 . 
如 果 一 个 随机 过 程 $ 满足 方程 (10. 10) ,就 称 为 方程 (10. 10) 的 解 . 这 时 的 增 量 


6 一 所 = [gs pt} ,dv) 


未 必 等 于 0. 所 以 方程 (10. 10) 的 解 的 轨道 与 Ito 方程 的 解 的 轨道 很 不 同 ,Tto 方程 的 解 是 
连续 的 ,而 是 方程 (10. 10) 的 解 是 可 以 有 跳跃 的 . 

此 外 ,与 Ito 方程 完全 类 似 地 ,可 以 证 明 时 空 Poisson 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 的 解 
也 是 Markov 过 程 . 于 是 时 空 Poisson 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 就 成 为 一 类 轨道 可 以 有 间 
断 的 Markov 过 程 的 建 模 的 有 力 工 具 . 例如 ,可 以 用 它 改进 风险 证 券 的 Black-Scholes 模 
型 ,使 之 可 以 包容 市 场 的 突然 变化 . 例如 用 时 空 Poisson 过 程 和 与 其 独立 的 Brown 运动 共 
同 驱动 的 随机 微分 方程 


dé = b(t,€)dt+o(t,é)dB, 二 |sc.6- vpu(dt,dv) (10.12) 


建 模 . 
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例 10. (乘积 的 Ito 公式 与 分 部 积分 ) 对 于 随机 微分 方程 
惟一 |g sp dsdy) 
及 F(t,x) 有 
dF(1,€) = [re.e- + g(t,€_ ,0))— Fé ) (di, dv). 
特别 地 ,对 于 
dt = gi wt) ‘C= Ly) 


有 乘积 公 
de) = [evga ,0) + Ege, ,0) 
+ g(t ,v0 ) gt, ,v0 ) (dt, dv ). 

即 分 部 积分 


d(€°€:2) = é dé + é" d6 + fa Wgat 2 wudtidv). (10.13) 

(10. 13) 式 可 以 推广 , 即 对 于 
dé 一 60:6)df 十 |g0.6 so udt,dv ) 

的 情形 仍然 正确 . 从 而 得 到 一 般 的 分 部 积分 公式 . 

下 面 叙 述 存在 唯一 性 定理 ,其 证 明 可 以 在 随机 微分 方程 的 书 的 有 关 带 跳 的 随机 微分 
方程 的 章节 中 找到 ,我 们 略 去 . 

定理 10.7( 时 空 Poisson 过 程 驱动 的 随机 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 ) ” 若 4(1) 有 界 ， 
g(t,T,v) 连 续 , 且 在 [0,T] 上 满足 


bt,T) ox) tg (t,x.v) 去 CGI 十 z2)， (10.14) 
| b(t,x) — b(t,y) | 十 | c(tz) —olt,y) | 十 | gtrsv) — gtsys0) | SCI|z—y |’. 
(10.15) 


那么 随机 微分 方程 (10. 12) 存 在 唯一 的 解 ,而 且 它 是 Markov 过 程 . 
例 10.6 设 Fi) 是 数值 函数 ,N, 是 非 时 齐 的 Poisson 过 程 . 考虑 随机 微分 方程 
ds =&f(DdN,, =1. 
它 有 唯一 解 . 可 以 用 Ito 公式 验证 这 个 解 有 表达 式 


N, 
& = er otras, ~ TT + fr)). (10.16) 
n=1 


10.4.2 一 般 的 随机 微分 方程 的 解 的 Ito 公式 


定理 10. 8( 一 般 的 Ito 公式 ) 车 下 (1,zx) 对 + 连续 可 微 ,对 xz 二 阶 连续 可 微 ,& 是 方程 
(10.13) 的 解 , 则 
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dF(1,& ) = [Ft 26) Ft 于 EEC | +o(t,&) FdB, 


+| [FOG,é 十 g(t ,v0))— F(t,é )Jp(di, dv). 


同样 ,在 多 维 情形 也 有 对 应 的 定理 . 
例 10.7 随机 微分 方程 
db = (gdB,+f dN,), t=1 
的 唯一 解 是 


N, 
& = olsen dhews TT C+ fr,)). 《10.177 
n=1 


10.5 常见 的 条 件 Poisson 过 程 


10.5.1 自 激 点 过 程 (条 件 强 度 过 程 ,绝对 概率 ,事件 到 达 时 间 联 合 分 布 ,样本 
分 布 ) 


(1) 自 激 点 过 程 的 定义 

定义 10.9 如 果 计 数 过 程 N, 满足 : No 王 0, 且 对 于 小 时 间 刀 有 
P(Nis—N,=1|N,=0)=A(,0h+o(h), 
P(Nsn—N,=1|N,=kn = sn = $5) =AG, Ns sos)h+olh) (过 1)， 


PIN 一 入 过 21 和 一 Am 一 39 一 s) 一 Oo) (4 1). (10. 18) 
则 称 为 自 激 点 过 程 . 而 随机 过 程 
affACt0)， t< Try， 
,本 (10. 19) 


AG Non stn) tN St 
称 为 其 强度 过 程 . 
自 激 点 过 程 N, 称 为 m- 记 忆 的 ,如 果 
Alt, Nis a IN = ACG,N,s TN,—m+1 oT,) 
即 强 度 过 程 只 依赖 最 近 发 生 的 mr 个 事件 的 时 刻 , 而 与 mm,… ,rw,-» 无关. 
最 简单 的 是 4, 二 4(z,N,) 的 情形 .这 是 无 记忆 (0- 记 忆 ) 的 自 激 点 过 程 情形 . 即 下 面 的 定义 。 
定义 10.10 计数 过 程 N, 称 为 无 记忆 的 自 激 点 过 程 ,如 果 N, 满足 : No 二 0, 且 存在 
正 值 函数 4(1,m) ,使 对 于 小 的 hh 有 
PN — N= 1| Nn tw) = A NR+olh), 
P(N — N21| Nn ry,) = olh). 
由 此 可 见 , 无 记忆 的 自 激 点 过 程 是 条 件 非 时 齐 Poisson 过 程 . 
例 10.8 年 龄 x 的 n 个 人 的 群体 在 时 刻 t 以 前 的 死亡 人 数 (死亡 计数 过 程 )N, 可 以 
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用 无 记忆 的 自 激 点 过 程 建 模 , 其 强度 过 程 为 A(i,N,) 二 (nn 一 NN,)pyzti， 其 中 ps+, 是 年 龄 为 
Zz 十 t 的 死亡 率 . 


无 记忆 的 自 激 点 过 程 的 有 限 维 分 布 ”无 记忆 的 自 激 点 过 程 N, 在 有 限 个 时 刻 上 的 联 


合 分 布 为 : 对 于 0 二 #4 二 … 过 i ,整数 0 过 nn 二 … 二 n,， 


其 中 


令 


PUN = 720 和 = nn) 


=Pla heo)ds C1 ) Pfs asom di (Nl2 一 1 ) Pl Mem ds Tm 一 ?mr-1)， 
, 和 ml 


大 
P,(k) = Ee. 
k! 


(2) 自 激 点 过 程 的 条 件 强度 过 程 


定义 10.11 
Nas Ny = BO | Niy (10. 20) 
称 为 自 激 点 过 程 的 条 件 强度 过 程 . 
于 是 ,对 于 自 激 点 过 程 有 
PCNAw — N=1|N)=i,NIOR+toh), PONss — N21N,)= oh). 
(10. 21) 
(3) 自 激 点 过 程 的 绝对 概率 
仿照 初等 概率 论 中 Poisson 过 程 的 绝对 概率 的 推导 ,可 以 得 到 
P(N, = 01N, = 0) = eh, 
(10. 22) 
mh —N,=0|N,n,rn) = ea (N,>1) 
p(t) = P(N, = 1). (10. 23) 


同样 仿照 初等 概率 论 中 Poisson 过 程 的 绝对 概率 的 推导 ,我 们 得 到 下 面 的 结论 . 


命题 10.9 自 激 点 过 程 的 绝对 概率 满足 如 下 的 ( 常 微分 方程 组 ) 
p(t) =—ACt,0)po lt), 
p(t) =— A mpa lt) 十 AiG nm Dplt) (n> 1). 


这 是 一 个 非 时 齐 的 单 侧 纯 生 过 程 . 可 以 用 归纳 法 求 得 其 解 为 


polt) = -|i = -Jae0an ， 
p(t) 一 | 和 sm 一 了 加 (Dead Cn 1). 
o 


(4) 自 激 点 过 程 的 事件 到 达 时 刻 的 联合 分 布 与 样本 分 布 
现在 我 们 求 自 激 点 过 程 N, 的 前 n 个 事件 到 达 时 刻 (r,ts,… ,zt) 的 联合 分 布 . 注意 
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对 于 0< ss <…<s<t 上 有 
NACt 7 SA) 刀 十 o(P) 一 PCON — N, 1 | N， Not S1 iT % 
天 
P(N =#n|t = sr = 5) 
P(E) 
(人 和 


由 此 导出 下 述 结论 . 
命题 10.10 Ga 5,… ,5,) 是 在 妈 二 5,… st 二 $5, 的 条 件 下 ,41 的 条件 故障 率 . 


因此 ,在 己 一 nm 一 sw 的 条 件 下 ,t+ 的 条 件 密度 为 


Woe ee ee me (10. 24) 
从 而 (mr ,rm) 的 联合 分 布 为 
- 一 人 Mrk—ls sy s,s Da 
prs C540095) = [Le (10. 25) 
k=1 


其 中 5 = 二 0,X4(t,0; so) 一 1(t,0). 

定义 10.12 自 激 点 过 程 在 时 刻 1 时 的 计数 N, 与 事件 发 生 时 刻 的 联合 分 布 P(N, 二 
51 oT 全 $s, ) 作 为 (51 ,ss,…,s,) 的 函数 的 密度 , 称 为 自 激 点 过 程 的 样本 分 布 . 

我 们 可 以 进一步 由 (10. 25) 式 , 求 出 自 激 点 过 程 的 样本 分 布 


DPN, ae (ns19°%° 9551)= PON, na S19 Th Sa) prs, (Si ys) 


n 


PON—N, =015 = sm = 5) I el a 


k=1 


二 ela es du 是 ea De (10. 26) 


例 10.9 伽 玛 光 子 检测 器 用 以 检测 按 强度 函数 为 w(t) 的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 到 达 
的 伽 玛 光 子 . 然而 ,这 种 装置 在 检测 到 一 个 光子 后 有 一 个 随机 的 失效 时 间 . 假定 检测 到 第 
个 光子 后 的 失效 时 间 为 $,,{) 独 立 同 分 布 ,其 共同 分 布 函数 是 Fe(z) ,并 且 与 此 非 时 齐 
的 Poisson 过 程 独 立 . 如 果 将 知道 时 刻 1 为止 检测 到 的 光子 数 记 为 N, ,再 记 检测 到 光子 的 
各 个 时 刻 分 别 依次 为 mm mn 

假定 开始 时 检测 装置 是 有 效 的 . 我 们 说 明 N, 是 自 激 点 过 程 .事实 上 ,此 时 有 (zt,0) 一 
v(). 又 因为 在 时 刻 = 检测 到 光子 后 ,在 其 后 的 时 刻 上 检测 装置 没有 失效 的 概率 是 Fe (1 一 
一 0)( 此 处 “一 0” 表 示 左 极限 ). 于 是 对 于 N, 二 n 宇 1 有 

Altons s19°°°550) = v(tPelt—t —0) (BAG,N,;n ym v(t) Felt — ty, 一 和 到 

特别 地 , 当 & 为 常数 的 时 候 , 各 个 检测 到 光子 的 时 刻 (m ,ts，… ,zt) 的 联合 分 布 可 以 容易 
地 由 (10. 26) 式 计算 算得 . 

由 (10. 26) 式 直接 得 到 下 面 的 命题 . 
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命题 10.11 自 激 点 过 程 N, 是 六 记忆 的 , 当 且 仅 当 {m} 是 大 阶 Markov 链 , 即 名 竺 


Zn 十 1 
加 
定义 10.13 1- 记 忆 自 激 点 过 程 N, 称 为 时 齐 的 ,如 果 存 在 一 个 函数 h(x,s) 使 
AMACGt, Ni zw, ) = h(N,,t— Ce 


是 Markov 链 . 


于 是 可 以 推出 下 面 的 命题 . 
命题 10.12 假设 1- 记忆 自 激 点 过 程 N, 的 事件 发 生 的 时 刻 依次 为 {z,). 那么 N, 是 
时 齐 的 充 要 条 件 是 {r,} 是 独立 随机 变量 序列 的 部 分 和 . 


10.5.2 带 有 随机 调制 的 Poisson 过 程 ( 二 重 Poisson 过 程 ) 


定义 10.14 设 {&) 为 随机 过 程 ( 例 如 Poisson 过 程 ) ,一 般 地 称 为 被 调制 的 信息 过 
程 . 而 当 & 的 轨道 给 定时 ,计数 过 程 N, 是 一 个 强度 函数 为 4(&) 的 非 时 齐 的 Poisson 过 
程 ,那么 N, 称 为 二 重 Poisson 过 程 ,或 带 随 机 调制 {4} 的 Poisson 过 程 ,1(& ) 称 为 二 重 
Poisson 过 程 的 强度 过 程 . 

注 强度 过 程 也 可 以 显 含 时间 参 数 1, 即 为 4(1,&) 的 情形 . 

在 实际 问题 中 ,常常 是 通过 接收 到 的 点 过 程 N, 的 一 段 样本 轨道 ,来 估计 被 调制 的 信 
息 过 程 . 例如 ,信号 为 函数 S(t) , 它 在 被 均值 为 0 的 背景 Gauss 过 程 噪声 的 干扰 下 ,成 为 
代表 信息 的 Gauss 过 程 & ,而 由 此 生成 的 二 重 Poisson 过 程 N, 则 是 光子 流 . 最 简单 的 情 
形 是 强度 为 4(t,&) 二 fg(1) (随机 变量 乘 以 常 函 数 ). 

对 于 带 随 机 调制 {8 } 的 Poisson 过 程 N, ,假定 它 依次 的 跳跃 时 刻 为 {5) , 则 志 , 们 也 都 
是 {&) 可 知 的 ,也 就 是 说 ,它们 都 是 (&) 停 时 . 

这 时 有 


nl 


i Lad] 

p(t) P(N,=n) 一 下 eu 一 一 |. 

下 面 的 结论 说 明 二 重 Poisson 过 程 是 自 激 Poisson 过 程 的 特殊 情形 . 

命题 10.13 ”假定 二 重 Poisson 过 程 N, 的 强度 人 (& ) 的 数学 期 望 有 限 . 记 N, 的 事件 
列 分 别 依次 为 0 二 5 二 … 过 zt, 二 …. 令 
EQ(&) | N,)， N, = 0， 
EQC(E) | Nm rw)， Ni>1. 
那么 ,NN, 是 强度 随机 过 程 为 4, 的 自 激 点 过 程 . 

证 明 当 h->0 时 ,有 
EL[PCONw — N=1|N,:s<H]= ELP(ONw — N=1|N,:s<t,é)|N,:s<H 


A = EQA(E) | N,: <0-| 
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= E[EQA(Eh | N;: s < | N,: stolh) 
= Ah + ol(h). 
同样 证 明 
PN 一 凡 达 21N ss #8) = 0o(h)., 
于 是 二 重 Poisson 过 程 的 一 些 统计 量 的 计算 就 直接 化 归 自 激 点 过 程 的 计算 . 而 且 相 应 的 
定理 都 可 以 应 用 . 
注 一 般 自 激 点 过 程 的 A(z,n) 不 易 计 算 , 所 以 p, (7z) 也 不 易 计 算 .下 面 的 定理 可 用 于 
近似 算法 , 它 可 以 利用 特征 函数 方法 证 明 . 
命题 10. 14( 二 重 Poisson 过 程 绝对 概率 的 近似 计算 ) 对 二 重 Poisson 过 程 N,, 记 
六 一 EN /. 么 一 不 ， 


A, = | cs)d， 入 ”= 王 
假定 :> 十 2 时 有 EA, 一 十 吕 . 那么 
CD 在 XSG2 <>0 时 ,只 要 A 依 分 布 收敛 于 随机 变量 9, N” 就 依 分 布 收 全 到 


,其 中 和 与 了 独立 , 且 &~N(0,1). 


二 0 时 ,N” 的 分 布 收敛 到 N (0,1). 


号 一 十 oo 时 ,只 要 A 依 分 布 收 伊 于 随机 变量 7,N* 也 依 分 布 收 伊 于 也 


注 ”强度 过 程 还 可 以 显 含 时 间 t, 即 是 4(1,&) 的 形式 . 

定义 10.15 设 $ 是 一 个 多 维 随机 过 程 , 称 为 被 调制 的 信息 过 程 . 而 当 & 的 轨道 给 定 
时 ,计数 过 程 N, 二 (Ni? ,Ni?”,…, Ni?) 的 各 个 分 量 彼此 独立 , 且 Ni” 是 一 个 强度 函数 为 
2 (5) 的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 ,那么 N, 称 为 多 道 二 重 Poisson 过 程 .A (&) 二 (4% (&)， 
…,A2(5)) 称 为 多 道 二 重 Poisson 过 程 的 强度 过 程 . 

在 应 用 中 ,如 核 医 疗 中 多 探 针 的 检测 系统 、 伽 玛 射 线 照 相机 、 核 磁 共 振 等 ,常用 多 道 二 
重 Poisson 过 程 建 模 . 更 多 地 出 现 的 是 & 是 Markov 过 程 , 或 Markov 链 的 情形 .用 N, 的 
观测 样本 去 估计 信息 过 程 & 就 是 滤波 . 


10.5.3 滤波 Poisson 过 程 


定义 10.16 设 NN, 是 强度 为 XA(z) 的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 , 1%} 是 与 之 独立 的 独立 
同 分 布 随机 变量 序列 . 又 设 N, 的 第 ?个 事件 发 生 时 刻 r。 的 所 负 的 代价 不 是 由 wy, 直接 给 
出 ,而 是 通过 某 个 有 界 的 响应 函数 h(t,s,z)(s 二 1) 给 出 的 h(t,zt, ,wy,). 于 是 累计 能 量 为 
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总 三 | h(t,s,T dN,, 
。 


a WM 
[sa 


称 & 为 滤波 Poisson 过 程 . 特别 地 , 当 有 (t,t ,ny) 二 时 ,滤波 Poisson 过 程 就 是 非 时 齐 的 复 
合 Poisson 过 程 (所 以 滤波 Poisson 过 程 的 含义 就 是 “扭曲 了 的 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 ”). 

10. 6 节 介 绍 特 征 泛 函 , 这 是 一 个 有 力 的 数学 工具 . 也 适合 于 Gauss 过 程 等 其 他 随机 
过 程 . 


10.6 特征 泛 函 


随机 过 程 的 特征 泛 函 相应 于 随机 变量 或 随机 向 量 的 特征 函数 或 联合 特征 函数 . 特征 
泛 函 既 等 价 于 整个 过 程 的 分 布 (有 限 维 分 布 函数 族 ) ,又 能 快速 的 得 到 一 切 矩 . 


10. 6.1 Poisson 过 程 的 特征 泛 函 


定义 10.17 对 于 Poisson 过 程 N, 及 定义 在 [0,T] 上 的 函数 f(7)， 我 们 将 | FodN 


的 特征 函数 在 1 处 的 值 记 为 Buv( 户 , 即 

By (f) = Eel oan,. 
这 里 的 有 是 参 变 函数 ,对 于 给 定 一 个 函数 f, 就 有 一 个 数 Gu (与 之 对 应 ,这 种 从 函数 了 
到 @( 了 有 ) 的 映射 称 为 泛 函 ,又 因为 此 泛 函 是 通过 Poisson 过 程 的 积分 生成 的 ,所 以 称 为 
Poisson 过 程 的 特征 泛 函 . 

例 10.10 当 f(s) 志 9It0.a(s) 时 ,Poisson 过 程 的 特征 泛 函 就 简化 为 Poisson 过 程 在 
时 刻 t 的 特征 函数 Ee™. 而 当 了 (#) 二 Io (四) 十 TowI(t) 时 ,特征 泛 函 就 简化 为 
Poisson 过 程 在 时 刻 4 与 时 刻 ts 的 联合 特征 函数 Ee N+). 

特征 泛 函 是 有 限 个 时 刻 的 联合 特征 函数 在 一 个 区 间 上 的 所 有 时 刻 情形 的 自然 推广 . 
为 了 将 两 个 时 刻 的 联合 特征 函数 推广 到 反映 时 间 区 间 [0, 人 TT 中 一 切 时 刻 的 特征 泛 函 ,我 
们 需要 改写 两 个 时 刻 的 联合 特征 函数 成 为 可 以 推广 的 形式 如 下 . 

假设 <ts 志 7T. 利用 Poisson 过 程 的 独立 增 量 性 与 时 齐 性 ,对 于 Fi) 一 0 Too (Ci) 十 
be (CD ,有 

Bf)= BO To + Ol) 一 Eee th N,N — EerN, Fel 


0) a i _ TceiLei I (D+0, 1 [2 Tf _ 
一 MD ee 一 eaace ow I H+ 9 一 Dd 一 ec Dd 


e 


nl 
这 是 推广 的 起 点 . 再 复杂 一 些 , 对 于 0 二 4 过 #4 二 … 之 4 人 T, 及 f(D) = Dolow1(0， 
k=0 
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我 们 类 似 地 可 以 得 到 
Eeiyroav = Gn(f) = el [Rao Da 
这 个 公式 对 于 任意 连续 函数 ,甚至 更 为 一 般 的 函数 ,可 以 利用 函数 近似 的 方法 证 明 它 仍然 
正确 . 于 是 我 们 得 到 如 下 的 定理 . 
定理 10.15 ”Poisson 过程 的 特征 泛 函 的 表达 公式 为 
上 


Xe 一)dz 


Eeigyroav 一 = By(f)= el 
10.6.2 非 时 齐 的 Poisson 过 程 的 特征 泛 函 


定义 10.17' 非 时 齐 的 Poisson 过 程 的 特征 泛 函 仍 定义 为 
Bn(f)= Eeilyreoam， 


(10.27) 


类 似 地 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 10.15′ 非 时 齐 的 Poisson 过 程 的 特征 泛 函 的 表达 公式 为 
Ee an, = Bn(f) = DOD (10. 27)’ 
推论 10.16 黄玉 二 N， ny 的 特征 泛 函 为 


GO (P) 坚 EeiyreoaN， 有 a T[eiy() 一 1 一 -ORs (10. 28) 
推论 10.17 


~ ~ sht 
(1) E(N,N,) = cov(N,,N,) =| A(w) du. 
0 
pad eg 4 tNto hts 
(2) EC(N, Ne Ne ) 一 AQw du. 
~ ~ ~ ~ ti Nt Mts Mts 
(3) 下 (Na Ne No No ) -| ACQw dut cov Ns, ,No )cov( Ne ,入 ¥ 
0 
中 covCN。 NN, )covCN。 "N, 中 cov(N, NN, )covCN。 ,Na Ws 


4 
证 明 ” 取 f(7) = 0bD. 将 B57 记 为 pg(0, ,0,，…,0,). 于 页 0,0,0， 


0) ,就 得 到 结论 (3). 其 他 的 结 填 论 可 类 似 证 得 . 

注 ”对 于 一 般 未必 可 微 的 递增 函数 A, ,我 们 可 以 推广 地 定义 以 A, 为 补偿 函数 的 非 
时 齐 的 Poisson 过 程 N, 为 : 非 时 齐 的 独立 增 量 过 程 , 且 对 于 任意 * 志 上 .有 N, 一 N, 一 
Poissona -4 . 此 时 相应 的 结论 都 可 以 推广 . 


10.6.3 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 的 特征 泛 函 


命题 10.18 定义 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 & 在 区 间 [0.,TJ 上 的 特征 泛 函 为 
Bf) EE Eejirom. 
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其 中 积分 的 含义 如 (10. 3) 式 , 即 所 一 | 元 dN, ,而 7 一 网 
那么 它 的 明显 表达 式 为 
Def) = etrveo-Dkow， (10. 29) 
其 中 pg(9) 是 的 特征 函数 : p(0) 一 Eemi . 
证 明 与 (10. 27) 式 类 似 地 有 


Wy n 风 
EleS/™ | Nr = n]= Ee 一 a|] Tle | 
=1 


Ee 


G seooaoao| < 


再 用 全 期 望 公式 得 到 
i 
$y(f)= Ee um 


2 
P(Nr =0)+ DECeS /mn | Nr = P(Nr =n) 


je 


二 e- on 人 3 [fa I eon a 
i 


本 ecou eyercoxtou 二 ete) 
因为 具有 相同 的 特征 泛 函 的 两 个 随机 过 程 的 统计 性 质 是 一 样 的 ,所 以 命题 10. 18 可 
以 用 于 由 特征 泛 函 的 形式 来 确定 一 个 随机 过 程 是 否 是 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 . 
例 10.11( 非 时 齐 的 广义 Poisson 过 程 ) 如 果 赋 值 随 机 变量 具有 离散 分 布 wb~ 


ee 
k ja 一 ]- 则 非 时 并 的 复合 Poisson 过 程 称 为 非 时 齐 的 广义 Poisson 过 程 . 此 时 
的 特征 泛 函 为 


4 
[ bp Aero hada 


By(f) = [2 
这 个 公式 可 以 用 命题 10. 18 类 似 的 方法 证 明 . 
定义 10.18 滤波 Poisson 过 程 名 在 区 间 [0,T] 上 的 特征 泛 函 定义 为 : 对 于 任意 连 
续 的 增 函 数 F(1) , 令 


(10. 30) 


BF) EE Eelsron, (10. 31) 
(sarc 形式 的 积分 定义 特征 泛 函 要 比 用 | cpds 形式 的 积分 更 为 灵活 ,使 用 面 更 
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广 ]. 类 似 地 还 可 以 证 明 下 面 的 命题. 
命题 10.19 滤波 Poisson 过 程 在 区 间 [0,T] 上 的 特征 泛 函 有 如 下 的 表达 式 : 
BP) = el Ld (10. 32) 
由 此 得 到 
FE, = | Ela ) Cd du, cov(&.,&) = 三 ED )h lous m) Cw du. 
用 特征 函数 方法 还 不 难 证 明 下 述 类 似 于 中 心 极限 定理 的 近似 定理 . 


命题 10.20( 时 齐 的 滤波 Poisson 过 程 的 泛 函 型 的 Gauss 过 程 近似 定理 ) 假定 生成 
滤波 Poisson 过 程 的 Poisson 过 程 是 时 齐 的 ,其 强度 为 4. 那么 , 当 ) 一 十 cc 时 ,在 (0,T 丰 上 


和 一 2 依 分 布 化 到 &, 其 9 Gauss 过 程 ,其 y 
/ey 依 分 布 收敛 到 &, 其 中 & 是 期 望 函数 为 0 的 Gauss 过 程 , 其 协 方差 函数 为 

cov(&,,b) 二 pe (8 与 6 的 相关 系数 ). 
使 用 这 个 定理 ,可 以 将 高 强度 的 时 齐 的 滤波 Poisson 过 程 的 近似 计算 大 大 地 简化 . 


10.7 随机 地 模拟 Poisson 过 程 和 非 时 齐 的 Poisson 过 程 的 方法 


10.7.1 模拟 Poisson 过 程 的 方法 


我 们 首先 模拟 一 个 均值 为 Xt 的 Poisson 随机 变量 N(i). 如 果 NGCt) 一 2 再 生成 于 个 
随机 数 ; Un ,Us,…,U, ,将 Ui ,Us,…,U， 排序 ,得 到 Uo ,Uz ,… ,Uo ,于 是 zUe ,tiUe ， 
…,tUw 就 表示 n 个 相继 到 达 的 事件 的 时 间 . 


10.7.2 模拟 非 时 齐 的 Poisson 过 程 


设 N, 是 强度 函数 和 (1) (0 过 1 二 十 吕 ) 的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 ,要 模拟 这 个 过 程 在 时 
间 工 以 前 所 发 生 的 事件 ,文献 [Ro] 中 Ross 提出 了 三 种 模拟 方法 . 本 书 只 介绍 最 简便 的 采 
样 于 Poisson 过 程 的 削 薄 算法 . 

削 薄 算法 的 做 法 是 : 寻找 4( 越 小 越 好 ) 使 

hCG 入 和 任意 1 之 T 

强度 函数 A(z) 的 非 时 齐 的 Poisson 过 程 可 以 由 速率 4 的 Poisson 过 程 的 事件 的 时 间 ,经 过 
一 个 随机 选取 得 到 . 即 对 速率 4 的 Poisson 过 程 在 时 间 +t 发生 的 一 个 事件 以 概率 4 (7)/X 
被 计数 ,那么 被 计数 的 事件 是 一 个 强度 函数 为 4(1) (0 二 t= 十 吕 ) 的 非 时 齐 的 Poisson 
过 程 . 

削 薄 算 法 可 以 改进 为 : 将 区 间 分 裂 制 为 子 区间 , 而 后 在 每 个 子 区 间 上 用 这 个 程序 . 就 
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是 说 ,确定 合适 的 值 E,0 一 一 居 一 < 一头 <T AHi 使 

XW) 志和 当 让 二 5 二 在 了 二 1 二 1 (其 中 页 二 0 二 人 《10.33) 
现在 ,在 区 间 [t;_1,4;) 通 过 生成 速率 为 7; 的 指数 随机 变量 ,并 且 以 概率 4(s)/4; 接受 在 时 
间 s,sE[Lti-1,t;) 发 生 的 事件 . 更 精细 的 算法 可 以 参见 文献 [Roj. 


习题 10 
1. 假设 公共 汽车 站 在 时 刻 全 发 车 ,而 顾客 则 以 参数 为 4 的 指数 流 来 到 车 站 . 
(1) 证 明 在 发 车 前 的 所 有 顾客 的 等 待 时 间 的 和 的 平均 值 是 二 MT?. 


(2) 如 果 在 时 刻 工 前 的 某 个 固定 时 刻 * 增加 一 班 汽车 .证 明 如 果 选 取 :一 二 ,那么 在 


时 刻 工 前 到 达 车 站 的 所 有 顾客 的 平均 总 等 待 时 间 为 最 小 . 
(3) 如 果 在 问题 (1) 中 在 时 刻 工 前 的 某 个 停 时 z 的 时 刻 增 加 一 班 汽车 .证 明 在 时 刻 工 


前 到 达 车 站 的 所 有 顾客 的 平均 总 等 待 时 间 为 AT’—ELCT—DN.]. 


(4) 证 明 (3) 中 有 ELCT 一 rz) No] | De t) — NJdz. 


(5) 证 明 (3) 中 如 取 r=inf{t: N, 宇 X(T 一 ?)) , 则 所 有 顾客 的 平均 总 等 待 时间 最 小 . 

(6) 证 明 (3) 中 在 [0, 相 中 的 累计 到 达 顾 客 数 N, 是 强度 为 4(7) 的 非 时 齐 Poisson 过 
程 ,并 且 如 取 r=inf{t: N, 宇 4(1)(T 一 ?)), 则 所 有 顾客 的 平均 总 等 待 时 间 最 小 . 

2. 证 明 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 是 非 时 齐 的 独立 增 量 过 程 . 再 求 它 的 数学 期 望 函 
数 与 协 方差 函数 . 


3， 如 果 赋 值 随机 变量 具有 分 布 ,~ " 


i 
lp p 
是 什么 ? 解释 其 概率 含义 . 
4. 设 f(?) 是 数值 函数 ,NN, 是 非 时 齐 的 Poisson 过 程 .& 满足 随机 微分 方程 
ds =&f(DdN,, & =1. 

(1) 证 明 ES = exeoxoe. 
(2) 求 d&. 
(3) 求 var(&),var(&). 
5. 证 明 自 激 点 过 程 N, 的 数学 期 望 和 方差 分 别 为 


EN, -| (BA,) du, 
o 


] 这 时 的 非 时 齐 的 复合 Poisson 过 程 
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: : 2 
var(N.) =| Ca)dut+2| EcNavdu—|[| cadn| 


其 中 随机 过 程 4, 是 N, 的 随机 强度 过 程 . 
6. 假设 0- 记 忆 自 激 点 过 程 N, 满足 : A(CN,) 二 4(0)[N, 十 1]. 证明 
pa(t) 一 po DL1— po l(t) 
7. 对 于 二 重 Poisson 过 程 N , 记 4, = | 4(s,)ds. 证 明 
cov(N,,N,) = cov(A,,A,) + EA,n,. 
8. 设 二 重 Poisson 过 程 N, 的 4(1,5) 二 g(t)&, 其 中 g(1) 非 随机 ,& 有 分 布 密度 
Pa(t)Tro,s)(t). 证 明 
We 


eeel |. 


: pre dape(t) dt. 
名 


P(N,=n) = 


A N)= EQ, | N,) = EL[EQ(,E) | N,: s <7) | N,] 


+ fe 
so)| SN+le os (Cs)ds 
= E[X(t,&) | N,] = . : 


0 


s™ ee yk s)ds 
如 果 上 一 Gamma 分 布 T(a.4) ,那么 


| sd 
| A | | 0 | 


! " 
Fa) | 、 对 | gds| La +| gs)ds 
0 0 


NN, 称 为 非 时 齐 的 Polya 过 程 . 
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